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1. Az értekezés eredményeinek illeszkedése a szak-
irodalmi el6zményekhez

1.1. A nagy szamok torvényei
A nagy szamok torvényeinek torténeti fejlédése

Jacob Bernoulli (1654—1705) svdjci matematikus Ars coniectandi (A
taldlgatds miivészete) cimii kdnyvében a kockajdtékokkal kapcsolatos pél-
dékban feltételezi, hogy a kocka szimmetridja miatt a kiilonboz6 dobéasok
valészintisége azonos. A feladatok megolddsa azt mutatja, hogy Bernoulli
a valdszinliséget Ugy értelmezte, mint a , kedvezd” és a ,,lehetséges” ese-
tek szaménak hanyadosat. Azt, hogy a kocka minden oldaldra egyforma
valdszintliséggel eshet, Bernoulli kisérlettel is ellenérizte. A kockadobést na-
gyon sokszor elvégezte, s kozben azt figyelte, hogy példaul a hatos szamnak
mennyi a relativ gyakorisdga, mely azt mutatja, hogy az addig elvégzett
dobdsok szamdhoz képest mennyi a hatos dobasok aranya. Tapasztalata
szerint ez az érték a dobasok szamanak novelésével egyre kozelebb kertil
az 1/6-hoz. Ezt &ltaldnositva bizonyitotta, hogy egy esemény relativ gya-
korisdga, az esemény nagyszamu bekovetkezése esetén igen kozel keriil a
valészintiséghez. Ezt a torvényt Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716)
német matematikussal folytatott levelezésében ,,nagy szamok térvényének”
nevezte el. Bernoulli tehat észrevette azt a lehetdséget, hogy a valdszinliség-
szamitast statisztikai adatokra is alkalmazhatja.

Pofnutyij Lvovics Csebisev (1821—1894), aki négy tanulményaval meg-
teremtette a pétervari iskolat, 1866-ban bizonyitja a Bernoulli-féle nagy sza-
mok torvényének egy altalanosabb alakjat, mely az 6 megfogalmazasaban a
kovetkezd.

Legyen A egy kisérlet egy lehetséges eredménye. Az A relativ gyakori-
sagat jeloljiik o,-nel, ahol n a kisérlet ismétléseinek szamat jelenti. Ekkor
minden e, 0 > 0-hoz létezik N, hogy n > N esetén P(|o,—P(A)| <) > 1-6.
(Mésképpen fogalmazva, a relativ gyakorisdg sztochasztikusan konvergél a
valésziniiséghez.)

Ezt a Csebisev-egyenlétlenséggel lehet bizonyitani, mely szerint, ha az
X valdszintiségi valtozonak létezik véges varhatd értéke és szérdsa, akkor
P(|X — EX| > ADX) < 1/A? minden XA > 1 esetén. Ebbdl az egyenlétlen-
ségbol kénnyen bizonyithaté a Bernoulli-féle nagy szamok torvényének egy
egyszer( altalanositasa, az tigynevezett nagy szamok gyenge torvénye.
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Legyenek X1, Xo, ... paronként fliggetlen, azonos eloszlasu, véges var-
haté értékii és szorasu valoszintiségi valtozok. Ekkor S, = X1+ -+ + X,
jeldléssel Sy, /n sztochasztikusan konvergal EXq-hez.

Ezt a tételt Markov tovabb altalanositotta, melyben az azonos eloszlas
helyett azt feltételezte, hogy (EX7 + --- + EX,,)/n — m(€ R) és (D*X; +
-+ D2X,,)/n? — 0. Ekkor S,,/n sztochasztikusan konvergél m-hez.

A tétel tovabbi altaldnositdsa Bernstein nevéhez kapcsolddik, amely
mar a fliggd esetre vonatkozik.

Legyenek X1, Xs, ... véges varhato értékii és szorasu valoszintiségi val-
tozék. Tegyiik fel, hogy (EX; + --- + EX,)/n — m(€ R), (D?X; + -+ +
D2X,,)/n < K(€ R), tovabb4 corr(X;, X;) < R(|i — j|), ahol R olyan nem-
negativ valds értékii fiiggvény, melyre R(0) =1 és (R(1)+---+R(n))/n — 0
teljesiil. Ekkor S,,/n sztochasztikusan konvergal m-hez.

Hincsin bizonyitotta, hogy a fiiggetlen, azonos eloszlasu valdsziniiségi
valtozékra vonatkozd nagy szamok gyenge torvényében nem kell a széras
létezése. A bizonyitas lényege, hogy az

710,  ha|Xg| >k

valészintliségi valtozokra alkalmazhaté az eredeti nagy szamok gyenge tor-
vénye.

Ezen torvények altaldnositdasaban az els6 komolyabb elérelépés nem a
feltételek gyengitése, hanem az allités erdsitése volt, mely Kolmogorov nevé-
hez flizédik. Ez az igynevezett Kolmogorov-féle nagy szamok erds torvénye.

Legyenek X1, Xo, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi valtozok.
Ekkor E|X;| < oo pontosan akkor teljesiil, ha S, /n 1 valészintiséggel kon-
vergal EX;-hez.

Tehat itt mar a sztochasztikusndl erdsebb, 1 valdszintiséggel torténd
(més széval majdnem biztos) konvergenciat allitunk. A fenti allitdsok rész-
letes bizonyitdsa magyar nyelven Rényi A. [59] kozismert tankonyvében el-
érhet6. Ezen tankonyv 1954-ben kiadott valtozataban szamos torténeti adat
is fellelhet6 a témakorrol.
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A nagy szamok torvényének néhany valtozata

A nagy szamok torvényeit szamos irdnyban kiterjesztették. Egyik lehe-
t6ség az erds torvényben a (teljes) fiiggetlenség helyett a paronkénti fiigget-
lenség feltételezése.

Etemadi (1981) [17] és Petrov (1987) [57] eredményei alapjan kideriilt,
hogy a Kolmogorov-féle nagy szamok erds torvénye érvényben marad paron-
ként fiiggetlen esetben is. (Etemadi a konvergencia elégséges feltételét, mig
Petrov a sziikséges feltételét mutatta meg. Etemadi tételének bizonyitasa
magyar nyelven megtalalhaté példdul Fazekas [22] jegyzetében.)

Szamosan vizsgaltdk a nagy szamok erds torvényeit nem fiiggetlen va-
16szintiségi valtozok esetén. Példaul Csorgd, Tandori és Totik (1983) [13] a
kovetkezot bizonyitottak.

Legyenek X1, Xs,... pdaronként fiiggetlen valdszintiségi valtozok. Ha
S D2X,,/m? <ooésn 'Y _ E|X,, — EX,,| korldtos sorozat, akkor
n~1(S, —ES,) — 0 majdnem biztosan.

Marcinkiewicz és Zygmund (1937) [48] tételében az allitds mar nem-
csak S, /n, hanem &ltalanosabban S,,/n'/" (0 < r < 2) majdnem biztos
konvergenciajara ad elégséges feltételt.

Legyenek X1, Xo, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi valtozok.
Legyen 0 < r < 2. Tovabb4 tegyiik fel, hogy EX; = 0, ha E|X| < co. Ha
E|X1|" < oo, akkor S,,/n'/" majdnem biztosan konvergal 0-hoz.

Az allitds megforditdsa is érvényes. (r = 2 esetén mér mas jellegii 4llités, a
kozponti hatdreloszlas-tétel teljesiil.)

A vizsgdlatokat kiterjesztették azokra az esetekre is, amikor a valdszi-
niiségi valtozok sorozata tobbindexes. Lasd példaul Gut (1978) [31], Klesov
(1982) [42], illetve (1995) [43] és Fazekas (1985) [19]. A tobbindexes eset
az er0s torvény esetén érdekes, hiszen a gyenge torvényben szerepld sztoc-
hasztikus konvergencia metrizalhaté, igy az egyindexes részsorozatok sztoc-
hasztikus konvergencidjabdl kovetkezik a tobbindexes sorozat sztochasztikus
konvergenciaja is.

Viszont a majdnem biztos konvergencia nem metrizalhatd, igy a fenti
gondolatmenet nem alkalmazhaté. Smythe (1973) [69] megadta a Kolmo-
gorov-féle erés torvény sziikséges és elégséges feltételét d-indexes esetben:
E(|X1|(log™ | X1]) 1) < oco. Ugyanez Gut (1978) [31] szerint a Marcinki-
ewicz—Zygmund-féle erds torvényre: E(| X[ (log™ | X1[)9™1) < .

Az azonos eloszlas feltétel is gyengithet6. Példaul az eloszldsok domi-
naltsdgat hasznaljak Hu, Moricz és Taylor (1989) [37], Gut (1992) [33] és
Fazekas (1992) [21].
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A Banach-térbeli értékli valdsziniiségi valtozok esetén kideriilt, hogy
vagy a tér geometridjira, vagy pedig magara az S,, sorozatra kell feltételeket
tenni a nagy szamok torvényének teljesiiléséhez. Kimutattdk példaul, hogy
r-tipusi Banach-térben teljesiil a Marcinkiewicz-féle torvény (Azlarov és
Volodin (1981) [4], de Acosta (1981) [1]).

Az értekezés eredményei a nagy szamok torvényeir6l

Kruglov (1994) [44] Theorem 1-ben a kovetkezot 4llitja.

Legyenek X1, Xo, ... nemnegativ valészintiségi valtozok, by, ba, . . . pedig
nemnegativ valds szamok egy korlatos sorozata. Ha

=1

E —P(|Sp, — Bn| > ¢en) < oo
n

n=1

barmely € > 0 esetén, ahol B,, = b1 + - - - + b,,, akkor
! (S, —B,)—0
- _
n " "

majdnem biztosan.

A 2. fejezetben, mely Fazekas és Tomacs (1998) [29] cikkén alapul,
a 2.3.1. tétel Kruglov fenti tételének kiterjesztése tobbindexes valdszintiségi
véaltozok sorozatdra. (Itt az indexek szorzata tart végtelenbe.) Ez a tétel
annyiban is altalanosabb Kruglov tételénél, hogy itt az allitds nem Kolmo-
gorov tipusi, hanem Marcinkiewicz—Zygmund tipusi, ahol 0 < r < 1.

Ebben a fejezetben a 2.3.1. tétel segitségével tovabbi két tételt fo-
gunk bizonyitani. Az egyik, a 2.4.1. tétel, melynek a maésodik &llitdsa a
Kolmogorov-féle nagy szamok térvénye, tobbindexes, paronként fiiggetlen,
atlagban gyengén domindlt (1dsd 2.1.1. definicié) valészintiségi valtozdk ese-
tén. Ez a tétel egyébként Kruglov (1994) [44] Theorem 2 kiterjesztése tobb-
indexes esetre.

Ismert, hogy a Marcinkiewicz-féle nagy szamok erés torvénye érvényben
marad azonos eloszldsu, tetszoleges fliggdségi strukturaval rendelkezd valo-
szintliségi véltozdk esetén is, ha 0 < r < 1. (Lésd példaul Petrov (1987) [57],
4. fejezet, 16. tétel.) Ezt a tételt a 2.5.1. tétel masodik allitdsa terjeszti ki
tobbindexes esetekre. Ebbdl a tételbdl az is kideriil, hogy az azonos eloszlas
feltétele is gyengitheté az atlagban valé gyengén domindltsaggal.

Megjegyezziik, hogy a 2. fejezetben taldlhaté tételek néhany része bi-
zonyitott Etemadi (1981) [17] cikkében, illetve a 2.5.1. tétel eredményét
implicite tartalmazza Fazekas (1992) [21] Theorem 4.1 bizonyitasa.
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A 3. fejezet, mely Noszély és Témacs (2000) [55] cikkén alapul, szintén
a tobbindexes valésziniliségi valtozdk sorozatara vonatkozé nagy szamok erés
torvényeivel foglalkozik. (A 2. fejezettd] eltéréen itt azt feltételezziik, hogy
minden index tart végtelenbe.) Ennek a témakornek 6ridsi az irodalma. Lésd
példaul Peligrad és Gut (1999) [56], Méricz (1983) [53], Klesov (1980) [41],
Fazekas (1983) [18]. Az ebben a fejezetben taldlhaté eljards, a tobbindexes
esetre valg kiterjesztése Fazekas és Klesov (2000) [23] cikkében taldlhaté
modszernek.

A fejezet {6 eredménye a 3.2.3. tétel, mely Fazekas és Klesov (2000) [23]
Theorem 2.1 kiterjesztése. Ez a tétel (és a kiindulé Fazekas-Klesov cikkbeli
tétel is) egy Hajek—Rényi tipusi maximalis egyenlétlenségbdl vezeti le a
nagy szamok erés torvényét. Maximalis egyenlétlenségek bizonyitasaval nem
foglalkozunk, csupan a mar ismertekbdl vezetiink le nagy szdmok torvényét.
Az eljarasunk a normalé konstansok megvalasztasaban nyuijt segitséget. A
fejezet tovabbi eredményei a 3.2.3. tételnek az alkalmazasai.

— Moéri (1993) [54] Theorem 1-ben bizonyitja, hogy

(log™ n) ZXk/k—>0

majdnem biztosan, bizonyos altaldnos feltételek esetén. Fazekas és Kle-
sov (2000) [23] cikkben az &ltaldnos moédszeriikkel Theorem 9.1-ben
bizonyitottdk Mori tételének egy specidlis esetét. A 3.3.2. tétel ennek a
kiterjesztése tobbindexes esetre.

— A 3.4.2. tétel egy Marcinkiewicz—Zygmund tipusi nagy szdmok erés
torvénye, szuperadditiv momentum struktiraji, tobbindexes valdszi-
niiségi véltozdkra (ldsd 3.2.4. definiciét). Ez az eredmény Fazekas és
Klesov (2000) [23] Theorem 8.1 kiterjesztése.

— A 3.5.3. és a 3.5.4. tételek Brunk—Prohorov tipusu allitdsok.

1.2. A konvergencia sebessége

A Kolmogorov-féle, illetve a Marcinkiewicz—Zygmund-féle nagy sza-
mok torvényében a konvergencia sebességére vonatkozo6 klasszikus eredmé-
nyek Hsu, Robbins, Erdds, Baum és Katz nevéhez fliz6dnek.

Az S,,/n'/" sorozat sztochasztikusan konvergal 0-hoz, ha

P(|S,| > en'/") =0
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minden € > 0 esetén. Ez nyilvan teljestil, ha
o0
ZP(|Sn| > ent/") < oo
n=1

minden € > 0 esetén. Ekkor azt mondjuk, hogy S,,/ n'/" teljesen konvergdl O-

hoz. (Az elnevezés — angolul ,,converge completely to 0" — Hsu és Robbins
(1947) [36] cikkébdl szarmazik.) A Borel—Cantelli lemma segitségével ebben
az esetben bizonyithat6, hogy S, /n'/" majdnem biztosan konvergal 0-hoz.
Hsu és Robbins (1947) [36] elégséges feltételt adtak a teljes konvergencidhoz
(r =1 esetén), mig Erdds (1949) [15] és (1950) [16] cikkekben beldtta Hsu
és Robbins tételének megforditasat is. fgy a kovetkezo eredmény sziiletett.

Legyenek X, X5, ... fiiggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi valtozok.
Ekkor EXy = 0 és EX}? < oo pontosan akkor teljesiil, ha S, /n teljesen
konvergal 0-hoz.

Spitzer (1956) [70] bizonyitotta a kivetkez6 tételt.

Legyenek X, X5, ... fiiggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi valtozok.
Ekkor E|X1| < oo pontosan akkor teljesiil, ha

0o
n=1

minden € > 0 esetén. (Ekkor m = EX;.)

P(]S, —nm| >en) < 0o

S|

Az €l6z6 két tétel egy jol ismert dltaldnositdsa, Baum és Katz tétele
(1965 [5]).

Legyenek X1, Xo, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi valtozok,
melyekre EX}, = 0 teljesiil, ha E|X| < co. Legyen r > 0,t > 1 és 2t > r.
Ekkor E|Xj|" < oo pontosan akkor teljesiil, ha

Znt_QP(|Sn| > ent/") < 0o

n=1

minden € > 0 esetén.

A Kklasszikus Baum—Katz-féle eredményt szamos irdnyba kiterjesztet-
ték.

Gut (1978) [31] teljesen fiiggetlen valdszintiségi valtozdk tobbindexes
sorozataira bizonyitott Baum—Katz-tipust eredményt.
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Egy masik sokat vizsgalt irdny a Banach-térbeli értékii eset. Jain (1975)
[40] és Woyczynski (1980) [74] Banach-térbeli értéki teljesen fiiggetlen va-
16szintiségi valtozdkra kapott Baum—Katz-tipusu eredményeket.

Fazekas (1985) [19] ezt a két irdnyt Osszekapcsolva, Banach-térbeli ér-
tékll valoszintliségi valtozdék tobbindexes sorozataira bizonyitotta a Baum—
Katz-tételt.

Tovabbi vizsgdlati irdny a véltozok (teljes) fiiggetlenségétol vald el-
tekintés.

Spitzer tételét Kruglov (1994) [44] Theorem 2-ben altaldnositotta arra
az esetre, amikor a valdszinliségi valtozok paronként fliggetlenek és atlagban
gyengén domindltak. Jelen értekezés 2.4.1. tételének els6 fele azt mutatja,
hogy ez az eredmény kiterjeszthetd tobbindexes valdszintiségi valtozok so-
rozatara is. Masrészt a 2.5.1. tétel els6 felében be fogjuk bizonyitani, hogy
a Baum—Katz-tétel t =1 és 0 < r < 1 esetén érvényben marad atlaghan
gyengén dominalt tobbindexes valdsziniiségi valtozdk esetén is, tetszoleges
fliggbségi struktiraval.

Sorozatok helyett lehet vizsgélni (a kézponti hatareloszlds-tételek tar-
gyaldsdndl altaldnosan haszndlt) szériasorozatokat is. Hu, Moéricz és Tay-
lor (1989) [37] gyengén domindalt szériasorozatokat, mig Gut (1992) [33]
atlagban gyengén dominalt szériasorozatokat tekintett.

Ezen az uton tovabb haladva lehet Banach-térbeli értékii szériasoroza-
tokra is kiterjeszteni a Baum—Katz-féle eredményt, lasd példaul Fazekas
(1992) [21], Hu, Rosalsky, Szynal és Volodin (1999) [38].

A 4. fejezetben, mely Témacs (2003) [72] cikkén alapul, egy altaldnos
konvergenciasebesség-tételt mondunk ki (4.3.1. tétel) Banach-térbeli értékii,
soronként fiiggetlen, atlaghban gyengén domindlt valdsziniiségi valtozdk szé-
riasorozatdra. Ez a tétel altaldnositdsa Jain (1975) [40] Theorem 3.3-nak.
Bar a tétel feltételrendszere bonyolultnak tiinik, mégis alkalmas sulyfigg-
vények valasztdasaval ismert tételeket kapunk beléle. A 4.3.2. és a 4.3.3.
kovetkezmények Fazekas (1992) [21] Theorem 6.2 és Hu, Rosalsky, Szynal és
Volodin (1999) [38] Corollary 4.1 valtozatai. A 4.4. paragrafusban bizonyos
geometriai tulajdonsidgi Banach-terekre specializaljuk a 4.3.1. tételt, mellyel
1j bizonyitésait kapjuk Fazekas (1992) [21], illetve Hu, Rosalsky, Szynal és
Volodin (1999) [38] eredményeinek.

1.3. Majdnem biztos kozponti hatareloszlas-tételek

A nagy szamok er0s torvénye trajektorianként teljesiil, azaz majdnem
minden w esetén S, (w)/n konvergens. A kozponti hatareloszlas-tétel esetén
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viszont S, /y/n csupan eloszldsban konvergal a normalis eloszldshoz. Lehet-
e egyetlen S, (w)/y/n realizaciébdl a normalis eloszldshoz eljutni? Erre ad
feleletet a majdnem biztos kézponti hatareloszlas-tétel.

Jellje B az R Borel-mérhetd részhalmazainak o-algebrajat. d, jelolje az
x € R pontra koncentrdlt egységnyi tomeget, azaz 6,: B — R, 6,(B) =1, ha
x € Bés 6,(B) =0, ha z ¢ B. Jeloljiik = mddon a gyenge konvergenciat,
azaz [y, és | eloszlasok esetén u, = u teljesil, ha

lim [ fdu, = / fdu

minden korldtos és folytonos f: R — R fliggvényre.

Legyen {(,,n € N} valdszintliségi véltozok egy sorozata az (2, F,P)
valészintliségi mezdében. A majdnem biztos kézponti hatdreloszlas-tételek a
kovetkezot allitjak:

1 n
Do Z drd¢, (w) = ¢ majdnem minden w € 2 esetén.

" k=1

A majdnem biztos kozponti hatareloszlas-tételek legegyszeriibb alakja-
ban ¢, = Y _._; Xi/v/n, ahol X}, (k € N) fiiggetlen azonos eloszldsu 0 vérha-
t6 értéki és 1 szérasu valoszintiségi valtozok, tovabba dy, = 1/k, D,, = logn,
végiil p a standard normadlis eloszlds. (Lasd példaul Brosamler (1988) [8],
Schatte (1988) [65], Lacey és Philipp (1990) [45], Berkes (1998) [6], Major
(2000) [47].)

Eleinte ettdl altalanosabb dj és D,, silyokkal csak kevesen foglalkoztak,
példdul Rodzik és Rychlik (1994) [62]. Manapsag ezeknek a tételeknek mar
az altalanos alakjait vizsgaljak. Lasd példaul Ibragimov és Lifshits (1999)
[39], Berkes és Cséki (2001) [7], Chuprunov és Fazekas (2002) [12]. Ez utébbi
két cikk alaperedményeit altaldnositja Fazekas és Rychlik (2002) [27] Theo-
rem 1.1.

Legyen (B, o) teljes metrikus tér és (1, (s, ... B-értékii véletlen elemek.
e, jelolje a (p eloszldsat. Legyenek C' > 0, € > 0, ¢, monoton novekvo
sorozat, ¢, — 00, Cpi1/cn korldtos. Tegyiik fel, hogy (ki (k,l € N, k < 1)
olyan B-értékii véletlen elemek, melyekre (i és (i fiiggetlenek, tovabba

Emin{o(Cki, (), 1} < C’{log+ log+(cl/ck)}*175

minden k < | esetén. Legyen dj olyan sorozat, melyre teljesiil, hogy 0 <
d, <log(ckt1/ck) és > pey dx = co. Legyen D, = >} _, di. Ekkor minden
1 eloszlas esetén a kévetkezo két allitas ekvivalens:
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1 n
Do Z did¢, (w) = 1 majdnem minden w € ) esetén;
k=1

1 n
D, Z dipig, = -
k=1

A majdnem biztos kozponti hatareloszlas-tételek tipikus bizonyitdsa
sulyozott atlagokra vonatkozo nagy szamok erés torvényeire épiil. S6t maga
is egy nagy szamok erds torvénye, csak éppen mértékekre vonatkozik. Tehat
az egyindexes eredménybdl itt sem kovetkezik a tobbindexes.

Az el6bbiekben részletezett tételt Fazekas és Rychlik (2001) [28] Theo-
rem 1.1 kiterjesztette tobbindexes sorozatokra. (Itt a hatdratmenetben min-
den index tart végtelenbe.)

Az 5. fejezetben, mely Témacs (2002) [71] cikkén alapul, ennek a té-
telnek az alkalmazdsaként, az ugynevezett m-fiiggd tébbindexes valdszini-
ségi valtozdkra vonatkozo majdnem biztos kézponti hatareloszlas-tételeket
targyaljuk (5.3.1. és 5.3.2. tételek).

Klasszikus kozponti hatareloszlas-tételeket sokan vizsgaltak m-fliggd
esetben, lasd példaul Rosén (1969) [63], illetve Zototukhina és Chugueva
(1973) [75]. Ezekben a konvergencia sebességének a becslésével foglalkoz-
tak példdul Maejima (1978) [46], Shergin (1976) [66], tovabba Prakasa Rao
(1981) [58]. Ez utébbi cikk eredményeit is felhasznédltuk a fent emlitett té-
telek bizonyitasaban.

1.4. Rosenthal-egyenlotlenség

Az tgynevezett Rosenthal-egyenl6tlenség fontos szerepet jatszik a gyen-
gén fliged valdszintiségi valtozdkbdl allé sorozatok aszimptotikus tulajdon-
sdgainak becslésében (ldsd példaul Fazekas és Kukush (1997) [25]). Az elsé
ilyen tipusu allitast Rosenthal (1970) [64] fogalmazta meg fliggetlen val6szi-
niségi valtozoéra.

Kever§ sorozatokra a Rosenthal-egyenlétlenséggel Utev (1984) [73] fog-
lalkozott, mig kever6 mezokkel, azaz a tobbindexes sorozatokkal Doukhan
(1994) [14]. Doukhan ebben a kényvben megjegyzi, hogy Utevnek az elébbi
cikkében, az dgynevezett interpolaciés lemmaénak a bizonyitasaban van egy
hibds 1épés. Nevezetesen a (4.5) képletet megel6z6 egyenl6tlenség bizonyi-
tasa helytelen. fgy Utev Rosenthal-egyenlétlenségének a kiterjesztése pozitiv
paros egész kitevokrol tetszoleges pozitiv valds szdmokra nyitott kérdés.

Maésrészt Doukhan bizonyitja a Rosenthal-egyenlétlenséget a- és -
kever6 mezOkre. Bér a Fazekas, Kukush és Témédcs (2000) [26] cikkben —
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mely a 6. fejezet alapjat képezi — a szerzék véleménye szerint Doukhan
fenti konyvében a Theorem 1 bizonyitdsa hianyos.

A 6. fejezetben a-keverd esetre bizonyitjuk a Rosenthal-egyenlétlen-
séget, kissé er6sebb feltételekkel, mint Doukhanndl. Az eredmények és a
bizonyitasok csak csekély mértékben térnek el Doukhanétdl és Utevétsl. A
cél annyi volt, hogy Osszegezziik, mi vildgos a fenti bizonyitasokban, és az
ugrasokat sajat meggondoldsokkal dthidaljuk.
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2. Paronként fiiggetlen, tobbindexes valdszintiségi
valtozékra vonatkozé nagy szamok eros torvé-
nyei

Ebben a részben Kruglov (1994) [44] eredményeit terjesztjiik ki a tobb-
indexes esetre. Az eredmények Fazekas és Témécs (1998) [29] cikkben lettek
publikalva.

2.1. Jelolések, definicidk

Legyen N a pozitiv egész szdmok halmaza és d € N rogzitett. Az
m, n, ... € N ricspontok koordinatait jeldljiik ugyanazon indexelt betiikkel,
azaz példdul n = (nq,...,ng). Bevezetjik a kovetkez jeloléseket: (n, m] :=
(n1,mq] X -+ X (ng,mq|, |n| := ny---ng, tovdbbd az n < m reldciét
értelmezziik koordindtédnként, azaz ekkor m; < m,; minden i € {1,...,d}
esetén. Yo =3 a, L:=(1,...,1) € N’ tovébbs I(A) jelentse az A hal-
maz indikédtorfiiggvényét, card(A) pedig a szdmossigat. Legyen log™ z :=
max{1,logz}, ha 2 > 0éslogt z:=1, haz <0.

Tegyiik fel, hogy az {X,,n € N¢} valdszintiségi valtozék ugyanab-
ban az (2, F,P) valészinliségi mez6ben vannak értelmezve. Legyen S, :=
Y ren Xk Xif = max{0, X} és X, := max{0, — X, }. Haszndlni fogjuk
még a kovetkezd operatorokat:

X(N) = [X]I(X] > A),
X*(A) = |X]I(X] < A) + AL(X] > A,

ahol X valdszintiségi valtozé és A > 0.

2.1.1. definicié. (Gut (1992) [33].) Azt mondjuk, hogy az {Xn,n €
N9} valészintiségi véaltozok sorozata az X valdszintiségi valtozéval dtlagban
gyengén domindlt, ha létezik ¢ > 0 gy, hogy

LS P(Xu > @) < P(X] > 0) 2.11)

In| &=

teljesiil minden n € N¢ és & > 0 esetén.
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2.2. Lemmak

A kovetkez6 két lemma bizonyitdsat lasd példaul a kovetkezé cikkek-
ben: Gut (1978) [31], Fazekas (1985) [19].

2.2.1. lemma. Legyen X egy valoszintiségi valtozo és r > 0. Ekkor a
kévetkez6 két allitas ekvivalens:

1) E (JX]" (log™ [X[)*") < o0,
2) S n|*" "' P(|X| > |n|*€) < oo, minden o > 0 és £ > 0 esetén.

Bizonyitas. Csak az 1)=-2) irdnyt bizonyitjuk be, azt is csak akkor,

ha a = 1/r és e = 1, ugyanis a kés6bbiek soran erre lesz sziikségiink. Legyen
d(k) :==card{n € N*: |n| = k} és M (z) := > k<x d(k), ahol k € Nés z > 0.

Ismert, hogy M (z) ~ konst.z (log™ z) -t Igy

SP(X[ =) =3 Y Pl <X <it)

n i=[n|

iM(i)P(i <|X|<i+1)<

IN

i=1
oo
¢ ilogT i) TP < X <it 1) <
i=1
+ d—1
< cE (|X| (log™ |X) ) . 0
2.2.2. lemma. Legyen {X,,n € N%} azonos eloszldst valésziniiségi
valtozok egy sorozata, 0 <r <p <2 ése > 0. Ha
E (1Xa]"(log" [X1[)¥7") < oo,

akkor
p
< Q.

> Bl Xa1(1Xn] < cn)/")
n

A kovetkez6 lemma Gut (1992) [33] Lemma 2.1-nek egy véltozata.
(Lésd még Fazekas (1992) [21] Lemma 2.7.)
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2.2.3. lemma. (Fazekas és Tdémdcs (1998) [29] Lemma 2.4.) Legyen
{Xn,n € N} az X valészintiségi valtozéval dtlagban gyengén dominalt va-
I6szintiségi valtozok egy sorozata. Ekkor létezik ¢ > 0, hogy

a7 2 GG ()7 < (X ()" (221)
k<n

|r11| > E(Xi(V)” < cB(X (M) (22.2)
k<n

teljesiil minden p > 0 és A > 0 esetén.

Bizonyitas. Ismert, hogy nemnegativ Y valdszinliségi valtozd esetén
EY? = pfooo yP~IP(Y >y)dy. Ezt felhaszndlva, (2.1.1) alapjan kapjuk, hogy

o 2 B = o Yo [ POG) > u)dy =
k<n k<n |

A A
41 _
:p/yp IH > P(IXk| > y)dy Sp/yp LeP(1X| > y)dy =
0 k<n 0
cE(X™

Wy

Mésrészt
1 T
o 2 B = / v 2 PO > )y =
k<n 0 k<n
' 1 T 1
zp/y”‘1 > P(IXi| > A)dyﬂ?/y”‘l > P(IXi] > y)dy <
|n‘ k<n |n| k<n
0 = by =
<p / P IP(X(N) > y)dy = cB(X (). 0

0

2.2.4. lemma. (Fazekas és Témécs (1998) [29] Lemma 2.5.) Legyen
{Xn,n € N%} pdronként fiiggetlen valsziniiségi valtozdk egy sorozata és
{an,n € N} pozitiv szdmok egy sorozata. Ha

{an_v :nENd,VEV}

an
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korlatos halmaz, ahol V = {v = (v1,...,vq) : v; € {0,1}}, tovabba

Sn — 0 (Jn|]—00) majdnem biztosan,
QGn
akkor
D P(|Xn| > an) < o

n

Bizonyitas. d = 1 esetén lasd Petrov (1987) [57] 222. oldal. Altaldnos
esetben vegyiik észre, hogy

Xn _ Z(_l)v1+...+vd Sn—v ) an—v

an

)
Apn_— a
cv n—v n

melybdl kévetkezik, hogy Xy /an — 0 (Jn|—00) majdnem biztosan. Igy
P({|Xn| > an} végtelen sok n-re) = 0.
Innen a lemma kovetkezik a paronként fliggetlen valdsziniiségi valtozokra

vonatkozé Borel—Cantelli lemm&bdl. (Lasd példaul Petrov (1987) [57] 214.
oldal.) O

2.2.5. lemma. (Kronecker) Legyenek x,, és b, nemnegativ szamok
minden n € N¢ esetén. Tegyiik fel, hogy by < by, ha m < n, b, — o0
(In| = o0) és > xn < co0. Ekkor

1
™ > biwe — 0 (In] — o0).

M k<n

Bizonyitas. Hasonléan bizonyithaté, mint a d = 1 esetben. (A d =1
esetet lasd példaul Shiryayev (1984) [67] 365. oldal.) O

2.3. Egy altalanos konvergenciatétel
A kovetkez6 tétel Kruglov (1994) [44] Theorem 1 altalanositasa, mely

tulajdonképpen egy Kolmogorov- illetve Marcinkiewicz-tipusu torvényt ve-
zet le egy Spitzer-tipusu feltételbol.
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2.3.1. tétel. (Fazekas és Témdcs (1998) [29] Theorem 3.1.) Legyen
{Xn,n € N?} nemnegativ valésziniiségi valtozék egy sorozata, {bn,n € N¢}
nemnegativ szamoknak egy korldatos sorozata, tovabba By := ), -, bx. Ha

1
ZWP (\sn ~ Bl >5|n|1/r) < (2.3.1)
n

minden € > 0 esetén, ahol 0 < r < 1, akkor

1

‘][1’71”(5n — Bn) — 0 (Jn|]—o00) majdnem biztosan. (2.3.2)

Bizonyitas. Legyenek a > 1, ¢ > 0 rogzitettek. Jeloljik a™ egész
részét ky,-vel (i =1,...,d), tovdbba legyen ky, := (kpn,, ..., kn,). Ekkor

kn : .
Z | |Jl;1 +1| ke(llcnllzl 1}P <|Sk — By| > elk‘l/ ) <
n nBn+4

<y T ‘11(’13 (1S~ Bul > <k"") <

n ke(kn:kn+1]
1 1/r
S;HP <|Sn—Bn| > ¢|n| )

Ebbél és (2.3.1) miatt léteznek olyan a™ < m,, < a™T! szamok, hogy
my, := (Mp,,...,My,) jeloléssel

P <|Smn — B, | > g\mn|1/7") < . (2.3.3)

A Borel—Cantelli lemma miatt, (2.3.3) alapjan kovetkezik, hogy

1

teljesiil majdnem biztosan, véges sok m ,-t6] eltekintve. Tetsz6leges t € N¢
esetén n € N? legyen olyan, hogy t € (my,my;q]. Ilyen jeléléssel Xy
nemnegativitdsa miatt

1 1 1
Bm, — B ——(Sm, — Bm S, <
|t|1/r( n t)+ |t|1/,,.( n ) |t|1/,,,( t — )
1 1
S r(Smn+1 — Bm,,,) + 717,(an+1 — By). (2.3.5)
[/ 6]/
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Vegyiik észre, hogy b := sup{bn,n € N9} jeloléssel

1

W(Bt o an) < (Oé2d o l)ba(l—l/’r‘)(nl-l-“'-l-nd) < (a2d _ 1)[),

1

- _ 2d
7 (B = Bo) < (a2 = 1),

tovabbd [t|71/" < o?¥/"|m 1|7/, Ezeket figyelembe véve kapjuk (2.3.4)
és (2.3.5) miatt, hogy

1

- o 2d/r 2d
|t|1/’”|St Bi| < ea®" 4+ (« 1)b

majdnem biztosan, véges sok t-tol eltekintve. Mivel barmely 6 > 0 esetén
létezik € > 0 és o > 1 1gy, hogy o™ 4 (a?? — 1)b < 6, ezért (2.3.2)
bizonyitott. O

2.4. Kolmogorov-féle nagy szamok erds torvénye

A kovetkezo tétel Kruglov (1994) [44] Theorem 2 altalanositasa tobbin-
dexes esetre. A tétel a Kolmogorov-féle és a Spitzer-féle allitdsokat foglalja
magdba a tobbindexes paronként fliggetlen, atlagban gyengén dominélt eset-
ben.

2.4.1. tétel. (Fazekas és Témacs (1998) [29] Theorem 4.1.) Legyen az
{Xn,n € N9} pdronként fiiggetlen valdsziniségi valtozok sorozata X -szel
atlagban gyengén domindlt. Tegyiik fel, hogy E (|X](logJr |X[)?1) < oo.
Ekkor )

ZHP(|SH_ESH| > eln|) < oo (2.4.1)

minden € > 0 esetén, tovabbd, ha még sup,cne E|Xn| < 00 is teljesiil, akkor

1

0|

Bizonyitas. Legyen Yy := XyiI(|Xk| < |n|), ahol k < n, tovabbd
Tn = D jepn Yk. Nyilvan ekkor az Yy valdszintiségi valtozok is paronként
fiiggetlenek. Ekkor (2.2.1) miatt a 2.2.3. lemméban A = |n| és p = 2 vélasz-
tassal

(Sn —ESn) = 0 (Jn|—o00) majdnem biztosan. (2.4.2)

1
— Y EY? < cn’P(|X] > |n|) + cE (X°I(|X] < [n])),

nf &=



2.4. Kolmogorov-féle nagy szamok er6s térvénye 25

melybdl

1
ZWD%}‘_Z ’3 ZD Yk—z |3 ZEYk =

k<n k<n

< CZP |X| > |n]) +CZWE (X*1(|X]| < |nl)).
Konnyen lathaté még, hogy

P(|Sn — ETy| > en|) < P(|Ty — ETy| > ¢|n|) + P( U {| Xx| > |n|})

k<n

Az utébbi két egyenlStlenséghdl, a Csebisev-egyenldtlenséghdl, a 2.2.1. és a
2.2.2. lemmakbdl kapjuk, hogy

1
Z Ep(ysn —ETy| > ¢n|) <

2
—€2Z’ ‘3DT +Z’ ‘ZP‘Xk‘>’n‘

k<n
( >ZP\X|>\n| QZWEJ@ (I1X] < Inl)) <

Ezzel (2.4.1) bizonyitott, ugyanis (2.2.2) miatt a 2.2.3. lemmdaban (A = |n|
és p = 1 viélasztdssal)

%]ES —ET,| < n ’Z (IXk\I(IXk\ > \nl)>

| ‘ k<n

< cE<|X|I(|X| > |n|)> 0 (ln|—o0).

Most ratériink (2.4.2) bizonyitdsdra. Mivel | X, | = X +X ., ezért a gyengén
domindltsdg miatt

ZP (XE > z) < P(X| > 2)

|n‘ k<n

teljesiil minden n € N% és z > 0 esetén. Igy (2.4.1) teljesiil akkor is, ha
abban Xy helyére X, vagy X keriil. Mivel E|X,| korldtos sorozat, {gy
alkalmazhatjuk a 2.3.1. tételt. Kapjuk, hogy

n |Z XjE EX7F) —0 (jn|—c0) majdnem biztosan.
k<n
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Ebb6l mér kovetkezik (2.4.2). O

Tételiinkbdl azonnal addédik a Kolmogorov-féle nagy szamok erds tor-
vénye a paronként fliggetlen, (nem &tlagban!) domindlt esetben. Ha pé-
ronként fliggetlen, azonos eloszldsu esetre koncentralunk, akkor az aldbbi
kovetkezményt kapjuk (az egyindexes esetben ez éppen Kruglov (1994) [44]
Corollary 1).

2.4.2. kévetkezmény. (Fazekas és Témécs (1998) [29] Corollary 4.2.)
Legyen {X,,n € N?} pdronként fiiggetlen azonos eloszlast valészintiségi
valtozok sorozata. A kovetkezé allitasok ekvivalensek:

1) E|X1|(log™ [X1])?™" < o0,
2) In|71S, —» c € R (|n|—0o0) majdnem biztosan,

3) létezik b > 0, hogy barmely € > 0 esetén

> (1X] —b)

k<n

> ¢gln| | < o0.

1
—P
zn: n|

Bizonyitas. A 2.4.1. tételbdl ¢ = E| X | vélasztéssal kovetkezik 1)=2),
b = E|X1| vélasztdssal pedig 1)=-3). A 2)=1) implikécié kovetkezménye a
2.2.4. és a 2.2.1. lemmadaknak. Végiil 3)=-1)-et bizonyitjuk. A 2.3.1. tétel
miatt 1
| kz:; | Xk| — b (Jn|]—o00) majdnem biztosan.

Igy 3)=1) kivetkezik a 2)=1) implikdciéhol. O

2.5. Marcinkiewicz-féle nagy szamok erd6s torvénye

Az alabbi allitds szerint a Marcinkiewicz-féle normalasndl, ha 0 < r < 1
(azaz az ,,egyszeri” esetben) érvényes mind a nagy szdmok torvénye, mind
a Spitzer-féle allitas a fiiggetlenség feltételezése nélkiil is.

2.5.1. tétel. (Fazekas és Tdémacs (1998) [29] Theorem 5.1.) Legyen

{Xn,n € N} valdszintiségi valtozék X -szel dtlaghan gyengén dominalt so-
rozata. Tegyiik fel, hogy E(|X|"(log™ | X[)?~!) < oo, ahol 0 < r < 1. Ekkor

zn: |I11|P (1Sl > eln]/") < o0
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barmely € > 0 esetén, tovabba

Sn
|n|1/’r‘

— 0 (|n|]—o00) majdnem biztosan.

Bizonyitas. Legyen Yy := X3 I(|Xy| < [n|'/"), ahol k < n. Ekkor
S P (1Sal > cn7) < 30 P (max| X > 0]/ ) +
SN = 2]t R
! P Y
2P |2 e

k<n

> ¢|n|'/"

A gyenge domindltsag és a 2.2.1. lemma miatt

S pap? (s> i) < 30 (0 S P (1> ) <

k<n

< CZP <|X| > |n]1/’"> < 0.
n

Legyen 0 < 0 < 1 —r. Ekkor a Markov-egyenlétlenség, a c,-egyenlétlenség

és a 2.2.3. lemma felhasznélasaval kapjuk, hogy

r4d
> g|n|'/"

1
Z HP Z Y
k<n

1 r+6 —(r r r+0
<X s e 20 B < e OB

n

Zhopn

k<n

< Z ‘Il| ’n‘(r—&—é)/r €r+5

<

ahol X’ = XI(|X| < [n|*") 4 |n|Y/"I(| X | > |n|*/"). Koénnyen lathat6, hogy

|n‘('r+6)/'r

E|X'|"+° = / P (X[ > 2)dz =
0

1
_ / |n|(7’+5)/7“55/7’7ari(5p (|X| > |n|1/r81/r) ds.
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Most legyen 0 < o < 0/r és g9 = o/(d —1), ha d > 1. Ekkor az el6z6 egyen-
16tlenség és a 2.2.1. lemma bizonyitdsdban szerepld egyenlétlenség alapjan

S

k<n

1
—P
2T

1

> g|n|Y/" gc/s‘;/TZP<\X| > \n|1/7"sl/r) ds <
0 n

<c

$S/TR <|X|Ts_1 (10g+(]X]”3_1))d_1) ds <

<c [ B (\X|Ts_1 (log™ | X|" + s_go)d_l> ds <

IN

O O O—_

¢ | $9/m1meR (|X]T (log* \X\)d_l> ds < 0.

Az itt kapott végeredmény érvényes d = 1-re is. fgy a tétel elsd allitasat
bizonyitottuk. A mdsodik allitas ebbdl kovetkezik a 2.3.1. tétel alapjan.
Megjegyezziik, hogy itt (ellentétben a 2.4.1. tétellel) a 2.3.1. tételben by, = 0,
azaz a korlatossaga automatikusan teljesiil. O

Az aldbbi kévetkezmény Kruglov (1994) [44] Theorem 3 kiterjesztése.

2.5.2. kovetkezmény. (Fazekas és Tomacs (1998) [29] Corollary 5.2.)
Legyen {X,,n € N9} pdronként fiiggetlen, azonos eloszlst valészintiségi
valtozok sorozata és 0 < r < 1. A kévetkezé allitasok ekvivalensek:

d—1
1) E[X1|" (log" [X1])" < oo,
2) 3 | Xnl/In|*/" < co majdnem biztosan,
3) In|~Y/7S, — 0 (|n|—oc) majdnem biztosan,
)

4) barmely € > 0 esetén

]' T
> |n|P<Z | Xi| > e[n|Y/ > < 0.

k<n

Bizonyitéas. Tegyiik fel, hogy 3) teljesiil. Ekkor a 2.2.4. lemma miatt

3P (|X1| > |n|1/’") < .
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Igy 1) teljesiil a 2.2.1. lemma alapjan.

1)=4) a 2.5.1. tételbdl adédik. A 4)=-3) implikécié a 2.3.1. tétel kovet-
kezménye.

Most teljesiiljon 1). Legyen Yy := XnuI(|Xn| < |n|'/"). Ekkor a 2.2.2.
lemmabdl kapjuk, hogy ZHEHnFl/TYn’ < co. Azaz Y |n|7Y"|Y,]| in-
tegralhatod, vagyis majdnem biztosan véges. > P(X, # Yyn) < o0 a 2.2.1.
lemma alapjan. Ezekbdl a Borel—Cantelli lemma alapjan kovetkezik 2).

Végiil 2)=3) kovetkezik a 2.2.5. lemmabdl. O

2.5.3. megjegyzés. A 2.5.2. kovetkezményben 1)=-2)=3) tovdbba
1)=4)=3) teljesiil paronkénti fiiggetlenség nélkiil is, de 3)=1) nem.
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3. A tobbindexes valészintiiségi valtozékra vonatko-
z0 nagy szamok eros torvényeinek egy altalanos
megkozelitése

Ebben a részben Fazekas és Klesov (2000) [23] tételeit terjesztjiik ki a
tobbindexes esetre. Az eredmények Noszaly és Témadacs (2000) [55], illetve
részben Fazekas, Klesov, Noszaly és Témdcs (1999) [24] cikkekben lettek
publikalva.

Ezen rész kozpontja a 3.2.3. tétel, amely egy maximaélis egyenlGtlen-
ségbol vezeti le a nagy szdmok erGs torvényét. Maximalis egyenlétlenségek
igazolasdval nem foglalkozunk, hanem csupan a mar ismertekbél vezetiink
le nagy szamok torvényeit.

3.1. Jelolések

Legyen Z az egész szamok halmaza, N a pozitiv egész szamok halmaza,
No := NU{0} és d € Nrogzitett. 1 := (1,...,1) € N, 0:=(0,...,0) € N&. A
k,n,... € Ng racspontok koordinatait jeloljik ugyanazon indexelt betiikkel,

azaz példaul n = (ny,...,n4). A <, max, min, — legyenek értelmezve koor-
dindtédnként. Példdul n — oo azt jelenti, hogy n; — oo mindeni € {1,...,d}
esetén. Legyen ) = ZneNg, In| :=nq---ng és |logn| := Hle log™ n;,

ahol logT z =logz, haz >eéslogtz =1 hazx <e.
Aay, jeldlje az {a, € R,n € N&} sorozat differenciasorozatdt, azaz
Y ken Aakx = an. Azt mondjuk, hogy {a, € R,n € N¢} szorzat tipusi

sorozat, ha léteznek olyan ag), n € No, i € {1,...,d} szamok, melyekre

Gn = H?Zl a$§) teljesiil minden n € N¢-re. Ebben az esetben azt mondjuk,
hogy {an € R,n € N@} nemcsdkkend, illetve nem korlatos, ha asf), n € Ny
nemcsOkkend, illetve nem korlatos sorozatok minden i € {1,...,d} esetén.

Az {X,,n € N@} valészintiségi valtozok tobbindexes sorozata esetén
legyen Sp = > ., Xk, n € Nd. Amennyiben az Gsszegzés vagy maxi-
mum képzés tires halmazon torténik, akkor ezalatt nullat értiink. (Azaz

3.2. F6 eredmény
F6 eredményiink, a 3.2.3. tétel bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz az alabbi

tételre és lemmara. A kovetkez6 tétel Fazekas és Klesov (2000) [23] Theorem
1.1 éltalanositasa.



3.2. F6 eredmény 31

3.2.1. tétel. (Fazekas, Klesov, Noszdly és Témacs (1999) [24] Theo-
rem 3.1 illetve Noszaly és Témécs (2000) [55] Proposition 1.) Legyen n € N¢
és r > 0 rogzitettek. Legyen {am, m € N¢} nemnegativ valés értékii tobb-
indexes sorozat, tovabbd {bm, m € N¢} pozitiv valés értékii szorzat tipusti
nemcsokkend sorozat. Ha

E <Ilnax |51 ) Z ap
1<m

teljesiil minden m < n esetén, akkor

)erri

m<n

Sm
E (max
m<n
Bizonyitas. Feltehetd, hogy b1 = 1. Legyen ¢ > 1 tetszoOleges. Defini-
aljuk a kovetkezé halmazokat:
A = {jENd:jgnéscik < b < et k:zl,...,d}, ie N

Legyen Dj := ) ic 4, aj, k := max{i : 4; # 0}. Legyen m; := max{j:j €
A;}, ha A; # 0, kiilsnben m; := 0. Mivel {m € N : m < n} C U<k 4i,

ezért .

J<k
Az A;, m; és Dj definiciéja miatt
s ) <

ZE(?&X )SZ(ﬁc‘”’m)E

i<k \m=1

(e
<3 (H c—”m)E<max|S\ <> <f[ c—”m) mjaig

Si

by

i<k \m=1 i<k \m=1
d

<Z<Hc %)ZD <>'D; > (H c_”m>
i<k i<j i<k i<j<k \m=1

d —ri m

km d
S oIl | e ) =Xn ]l =<

i<k m=1 \ j=im i<k m=1
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. d d
= (1 _Cc—r) > D[] et <

i<k m=1
o d d
. —7r(im+1)

s (1_“) S X ) [t <
i<k \jea; m=1

< by > 5

1—c " '
i<k jeA; J
r 1/r\r
Viszont inf.<q (1_06_,.) = 17(221/3)_7« =4, igy készen vagyunk. O

A kovetkez6 lemma Fazekas és Klesov (2000) [23] Lemma 2.2 t6bbin-
dexes valtozata.

3.2.2. lemma. (Fazekas, Klesov, Noszaly és Témdcs (1999) [24] Lem-
ma 3.1 illetve Noszély és Témécs (2000) [55] Lemma 2.) Legyen r > 0 rog-
zitett, {an, n € N¢} nemnegativ valés értékii tobbindexes sorozat, tovabba
{bn,n € N3} pozitiv valés értékii szorzat tipusi nemcsikkend és nem kor-
Idtos sorozat. Tegyiik fel, hogy Y an/bl, < co. Ekkor létezik {f,,n € N&}
pozitiv valos értékii szorzat tipusi nemcsokkend és nem korlatos sorozat

gy, hogy

f: -0 (n—o0) Z — < 00.
Bizonyitas. Elég csak az r = 1 esetet vizsgalni. Ha d = 1, akkor
a bizonyitdst 1ldsd Fazekas és Klesov (2000) [23] Lemma 2.2. Most legyen
d > 2. Legyen
D IS
' Nnog= O NnNg=— OHm— b(m)
Ekkor
=1 a
71 — n
Z o) T, _an < 0.
n1=0 Yn1 n

Alkalmazva az el6bb emlitett lemmat, létezik egy pozitiv valds értékii nem-
csokkend és nem korlatos {67(11), n € Ng} sorozat gy, hogy

(1) oo
. n / 1 1
dm Sy =06 D ol <o
n n1=0 ~n1
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Legyen k < d és tegyiik fel, hogy fenti eljarassal a gm) sorozatok mar

meghatdrozottak minden m = 1,...,k esetén. A @S’““) meghatarozasa ugy

torténik, hogy a fenti eljardsba az 1 és (1) indexek helyére k + 1-et illetve
(k + 1)-et frunk, tovabbé by, helyére [T¥,_, 85 [1%_,., b5 keriil. Ekkor

m

On = Hd (M) y4lasztassal kapjuk a lemmat. O

m=1M"m

A kovetkezd tétel Fazekas és Klesov (2000) [23] Theorem 2.1 altaldno-
sitasa.

3.2.3. tétel. (Fazekas, Klesov, Noszaly és Témacs (1999) [24] Theo-
rem 3.2 illetve Noszdly és Témadacs (2000) [55] Theorem 3.) Legyen r >
0 rogzitett, {an,n € NI} nemnegativ valés értékii tobbindexes sorozat,
tovabbd {bn,n € N} pozitiv valés értékii szorzat tipusi nemcsékkend és
nem korlatos sorozat. Tegyiik fel, hogy > an/bj, < 00 és

"<
E <g§§|8m| ) <Y m

m<n

minden n € N¢ esetén. Ekkor

S
b—n — 0 (n— o00) majdnem biztosan.

Bizonyitas. Legyen (3, olyan, amely a 3.2.2. lemmaban szerepel. Alkal-
mazva a 3.2.1. tételt,

E <max

m<n

minden n € N esetén. fgy

E <sup gn

n

JEED 3
— 0

melybdl kivetkezik, hogy sup,, |Sn/Bn|” < oo majdnem biztosan. Mivel

_ B [Sa| _ Po

-— — Su
bn - bn kp

Sn

bn

Sn

ﬁn ﬁk

ezért fn/bn — 0 (n — oo0) miatt igaz az allités. O

Sk

Y
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3.2.4. definicié. A ¢:N? x N¢ — R fiiggvényt szuperadditivnak nevez-
ziik, ha
g(i7 (jla oy Im—1, kajm-i-l? s a]d))+
+ g((“a cee 7im—1a k + ]-aim—l-la IR Zd)aj) < g(iaj)
barmely i,j e N©, i <j,m=1,...,dés in <k < jm esetén.
Azt mondjuk, hogy az {X,,n € N9} valészintiségi valtozék tobbin-

dexes sorozata szuperadditiv r-edik momentum strukturdval rendelkezik, ha
minden i < j (i,j € N%) esetén

El Y Xl <g°(.)), (3.2.1)

i<k<j
ahol g:N% x N¢ — R szuperadditiv fiiggvény, o > 1 és r > 0.

Az aldbbi tétel bizonyitdsit lasd Mdricz (1983) [53] Corollary 1 vagy
(1977) [52] Theorem 7.

3.2.5. tétel. Az {X,,n € N¢} valésziniiségi valtozék tébbindexes
sorozatanak legyen szuperadditiv r-edik momentum struktiraja, ahol r > 0
és a > 1. Ekkor létezik A, . q konstans, hogy minden n € N esetén

E (rﬁlgg\Sﬂ’) <A, 0.49%(1,n).

3.2.6. megjegyzés. Moricz az eloz6 tételt r > 1 esetén latta be, és
csak utal réd, hogy a 0 < r < 1 eset konnyli. Valéban, ugyanis ebben az
esetben |.|” norma, igy

E[ ) X <E| D X" =) BEXi <

i<k<j i<k<j i<k<j

Yootk <[ > glkk) | <g*(id)

i<k<j i<k<j

Ezt felhaszndalva pedig kapjuk, hogy

E(@?'Sk”")ﬂ maxy_ X[ | < B (O1x]7) <g7(L)),

= 1<k 1<j
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3.3. Logaritmikus stilyozasu osszegek

A logaritmikus sulyozastu Osszegekre vonatkozé nagy szamok erds tor-
vényét példaul a kozponti hatareloszlas-tétel majdnem biztos alakjainak bi-
zonyitasara hasznaljak (lasd Mori (1993) [54], Chuprunov és Fazekas (1999)
[11].) Az alabbi tobbindexes véltozatot (3.3.2. tétel) azonban nem sikertilt
ilyen célra hasznalni. A tobbindexes majdnem biztos hatareloszlds-tétel bi-
zonyitdsahoz Fazekas és Rychlik (2001) [28] cikkben egy masik nagy szamok
er6s torvényét hasznal.

A kovetkezé lemma Fazekas és Klesov (2000) [23] Lemma 9.1 kiter-
jesztése tobbindexes esetre. (A kovetkez8kben [r] az = szdm egész részét
jelenti.)

3.3.1. lemma. (Fazekas, Klesov, Noszaly és Témécs (1999) [24] Lem-
ma 4.2 illetve Noszaly és Témécs (2000) [55] Lemma 6.)
(a) Legyen n € N és 0 < 8 < 1. Ekkor létezik Cy 3 konstans, hogy

Z Z Z ’m|11ﬂ < Cd,ﬁ n/@(IOg"" n)d—l.

(b) Legyen 0 < B3 < 1,1 <y < 2,i,m,j € N¢, i < m < j. Ekkor Iétezik
Cq,3 konstans, hogy

1 1
<C —
Z Z im|1+5(log™ [m[)d-1|k[1-F d,p Z m|

i<m<j i<k<j i<m<j
[k|<|m]

Bizonyitas. (a) A bizonyitdst d-re vonatkozo teljes indukciéval végez-
zitk. Mivel >0 mP~1 < [Paf~tde = nf/B, ezért az dllitds d = 1-re
teljesiil. Most tegyiik fel, hogy d = f-re igaz az allitds. Legyen n € N és
0 < B < 1. Ekkor
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con g o] (e 2])

mi=1 my

n

< Cppn®llogtn)f 1 S

m1=1

1

< Crpn?(logt n)f~1Clog™ n.
my

Itt felhasznaltuk, hogy [ [ H = [&], ha a,b,c € N.
(b) Ha Zl<m<J < 1, akkor

1
Z Z |m|1+ﬁ ]Og+|m’)d k|- 8 — Z Z |m|1+5|k\1 B -

i<m<j i<k<j i<m<j i<k<j

k| <|m]| [k|<[m]|
2 Y
1 1
<2 2 mm S ) Sl
i<m<j i<k<| ’mH | i<m<j ’m’ i<m<j ’m’
[k|<[m]

Zl<m<J foa > 1 esetben felhasznélva az (a) részt és azt, hogy

kapjuk, hogy

1 1
<
2 jm|'+5 (log™ [m])?- 2 k[t~

i<m<j i<k<j
|k|<|m]|
1
<Cap Y im|? (log™ |m[)*~! =
- % 1 + d—1
A=, Im[+(log™ |m)
i
Cag Y. o <Can| 2 o 0
=Ca,p 7 =Cap — | -
ifmey 0 idmey 1

Az aldbbi tétel Fazekas és Klesov (2000) [23] Theorem 9.1 kiterjesztése
tobbindexes esetre.

3.3.2. tétel. (Fazekas, Klesov, Noszaly és Témacs (1999) [24] Theo-
rem 4.2 illetve Noszaly és Témécs (2000) [55] Theorem 7.) Tegyiik fel, hogy
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az {Xpn,n € N%} valészintiségi véltozék tébbindexes sorozatara valamely
C >0 és (>0 esetén

|k|>’6 1
E(Xi X)) <O | — _
0501 < (1) e e

minden k <1 (k,1 € N%) esetén. Ekkor

\logn\ Z \k\ (n — oo) majdnem biztosan.

Bizonyitas. A bizonyitast elég elvégezni 0 < B < 1 esetben. Legyen
i,j € N? i <j. A feltételt hasznélva kapjuk, hogy

2

Bl Y ] 522 3 pEnl <

i<k<j i<I<j \f\};TlJ\
<203 Y
i<1<j i<k<j ’k| !1! (log |1\)
[k <|1]

Legyen 1 < v < 2. A 3.3.1. (b) lemmé&bdl kovetkezik, hogy

2 ¥

X 1
E ZW < Dgp Zm ,

i<k<j i<1<;

ahol Dg g > 0. fgy a 3.2.5. tétel alapjén

2 vy

" r?%"z\k\ < Caps Z\k[

k<i k<j
minden j € N esetén, ahol Ca,8,4 > 0. A Holder-egyenlStlenség segitségével
kapjuk, hogy

2/~

Xk 1
E | max — Cq, /7

k<j
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minden j € N? esetén. Mivel

< 00,

2 | 10gn|2/’y

ncN4

igy alkalmazhatjuk a 3.2.3. tételt, melybol kapjuk az allitast. O

Megjegyezziik, hogy Fazekas és Rychlik (2001) [28] cikkben a fenti 3.3.2.
tételhez hasonlé allitds talalhato. Ott a feltétel részben erdsebb, hisz egyen-

letesen korlatos Xy-kra vonatkozik, részben gyengébb, hisz az W

tényez0 nem szerepel. Az a tétel mar alkalmas a majdnem biztos kozponti
hatéareloszlds-tétel bizonyitasdnak céljara. Az ottani bizonyitas kozvetlen.

3.4. Szuperadditiv momentum struktiraval rendelkezo
sorozatok
Sziikségiink lesz a kovetkez6 technikai jellegii lemmara.

3.4.1. lemma. (Fazekas, Klesov, Noszély és Témécs (1999) [24] Lemma
4.1 illetve Noszaly és Témécs (2000) [55] Lemma 10.) Legyen {an,n € N&}
nemnegativ sorozat, Ay := > __am 6ésa > 0. Legyen b, := 1/|n|*, n € N¢
ha |n| # 0, kiilonben pedig legyen by, := 0. Ekkor

D (1) AnAbniy < o,

n

esetén
Z anbn < 0.
n
Bizonyitds. Legyen Kpnpy = ZZ:1(”1~3 —my), ahol n,m € N¢. Legyen

& = {meNg;Ognk—mkgl, k=1,...,dé Kum péros},
Oy = {meNg;Ognk—mkgl, k=1,...,dé Kum pératlan},

ahol n € N¢. Ekkor

= > b+ (=D D bm.

meé, meO0,
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Ebbél kivetkezik, hogy (—1)4Abass = [0_, (T Mivel L —

> konst./n®*1, igy

(nk+1)">
(n+1)‘*

An
> et <%0
n

Elemi szamolassal kapjuk, hogy

||
Z |k‘a+1 = Z Z I ‘a-i—l = Z k’2k’o¢+1 - 2d(a+1) Z < k[

k<2n k<n k<I<2k

Ebbé6l mar kovetkezik az allitas.

A kovetkezé tétel Fazekas és Klesov (2000) [23] Theorem 8.1 altaldno-
sitasa, mely egy Marcinkiewicz—Zygmund tipusi nagy szamok erds torvé-
nye szuperadditiv momentum struktiraji, tobbindexes valészintiségi valto-
zokra.

3.4.2. tétel. (Fazekas, Klesov, Noszaly és Témacs (1999) [24] The-
orem 4.1 illetve Noszédly és Témadacs (2000) [55] Proposition 11.) Legyen
r >0, a > 1 6s tegyiik fel, hogy {Xn,n € N%} valésziniiségi valtozok tébb-
indexes sorozata szuperadditiv r-edik momentum struktiraval rendelkezik.
Ha Ag®(1,n) > 0 minden n € N%-re, és valamely q > 0 esetén

g*(1,n)

e <% (3.4.1)

teljestil, akkor
Sn

——— — 0 (n— oo0) majdnem biztosan.
1/

Bizonyitas. A 3.2.5. tétel alapjan, minden n € N? esetén

E (mgx ]Smr> <Ara0d9*(1,n).

Legyen b n|"/9, Mivel (—=1)%Aby1 = H:ln:1 (ﬁ - m) <

konst./|n|**7/9, {gy (3.4.1) miatt
D (=1)%g*(1,n)Abpy < 0.

n

Végil alkalmazva a 3.4.1. lemmat és a 3.2.3. tételt kapjuk az allitast. A
Ag®(1,n), ahol a differencia képzés g mésodik argomentuma szerint torté-
nik, a ¢*(1,n) = >, ai, a; > 0 elGéllitast garantélja. O
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3.5. Brunk—Prohorov tipusu tételek

3.5.1. definicié. Legyen (2, F,P) egy valészintliségi mezd, {Xn,n €
Nd} valoszintiségi valtozok tébbindexes sorozata és F,, € F minden n € N¢
esetén o-algebra. Tegyiik fel, hogy m < n esetén F,, C Fn. Ha X, Fy-
mérhetd minden n € N%-re, EX; = 0, tovabb4 minden m < n, m # n esetén
E(Xn | Fm) = 0, akkor azt mondjuk, hogy (Xn, Fn) martingdldifferencia.

A kovetkezo feltételt — mely széles korben hasznalt a tobbindexes mar-
tingdlok elméletében, ldsd példaul Fazekas (1983) [18] — t6bbszor meg fog-
juk kovetelni.

E<E(X1 | Fin) ‘ Fn) =E (X1 | Fuin(mn)) (3.5.1)
minden 1, m, n € N? esetén.

Hasznélni fogjuk a Doob- és Burkholder-egyenldtlenségek d-indexes val-
tozatait.

3.5.2. lemma. (Noszily és Témécs (2000) [55] Lemma 12.)
(a) (Doob-féle L,-egyenlétlenség) Legyen p > 1 és tegyiik fel, hogy
(Xn, Fn) martingdl (3.5.1) tulajdonsagi. Ekkor minden n € N¢ esetén

pd
E <max|mep> < <p> | XaP.
m<n p— 1

(b) (Hincsin-egyenlStlenség) Legyen p > 2. Ekkor létezik olyan C) 4
konstans, hogy tetsz6leges {an,n € N¢} tébbindexes valés szdmsorozatra

1 1, n1 nd p
/ - / Z T Z Ty (81) Ty (Ea) Ay . omg) | Ay -+ dba <
0 0 m1:1 md:1
ni Nnd p/2
2
S Cp7d< Z o Z a(ml ..... md)>
mi=1 mg=1

teljesiil minden n € N esetén, ahol r,, a Rademacher-rendszer [0, 1]-en.

(c) (Burkholder-egyenlétlenség) Legyen p > 1. Ekkor létezik D, 4 > 0
konstans gy, hogy barmely (3.5.1) tulajdonsagi (Xy, Fn) martingaldiffe-

rencia esetén ,

E[Sal”” < DpqaE | Y X2,

m<n
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teljestil minden n € N%-re.

Bizonyitéas. (a) d-re vonatkozé indukciéval bizonyitunk. d = 1 eset-
ben az &llitas az eredeti Doob-egyenlGtlenségbdl kovetkezik. Most tegytik
fel, hogy d = f esetén igaz az allitds. Legyen n = (n1,...,ns41) € NS+1
rogzitett. Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket.

n* = (TLQ, ce ,nf+1) S Nf, Y, := max ’X(n,m)| és B, = f(n,n*),
m<n*

ahol n = 1,2,...,n;. Ekkor Y;, B,-mérhet6. Megmutatjuk, hogy (Y, B,)

(n < ny) szubmartingdl. Legyen m < n < ny. A feltételes varhat6 érték

tulajdonsdgai és (3.5.1) miatt

E(maxx [Xnm| | Fonm) = max B(Xewm)| | Fonm)

nglgaﬁi E(X(n m) | -7:(m n*))‘ - m<a3{* (E(X(n,m) ’ f(n,m)) ‘ f(m’n*)> ‘:

Legyen m € N/, m < n* esetén Z, := X(ni,m) €8 Cm := F(n,,m)- Ekkor
(Zm,Cm), m < n*, (3.5.1) tulajdonsagi martingal. Az Y,, nemnegativ szub-
martingalra alkalmazva az indukcids feltevést és a Doob-egyenlGtlenséget
kapjuk, hogy

E(max \Xm|p) = E(max Yp>

m<n m<ng

pf p(f+1)
<L) Bzl = (2 E|Xn "
p—1\p—1 p—1

(b) Megjegyezziik, hogy a kovetkez6kben t6bbszor is fogjuk hasznélni
Fubini tételét anélkiil, hogy ezt kiilon megemlitenénk. Tegyiik fel, hogy
d = f esetén igaz az &llitds. Ekkor Hincsin eredeti egyenl6tlenségébdl (lasd
példaul Chow és Teicher [10]) kapjuk, hogy van olyan C, > 0 konstans,
melyre

1EY71101 - ]%E(ring}li Zm‘p) =

L nf+1 D
/ Tml tl ( Z Z ng t2 rmf+1 (tf+1)a(m1 ..... mf+1)> dtlg
0 mi= 1 mo= 1 mf+1 1

p/2

nft1 2
S Cp Z < Z Z T'meo t2 Tmf+1 (tf+1)a(m17m’mf+l)) =

mi= 1 mo= 1 mf+1 1

" 2\ /2
—c, ( > (1ta, o tpi0) ) :

m1=1
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ahol
Nyl
I(t27~-->tf+1 Z Z T'mo 752 rmf-+1(tf+1)a(m1 ..... myt1):
mo= 1 mf+1 1

Az L 2 -térbeli hdromszog-egyenltlenséghdl

! 2\ &
0/ /( ( tz,...,tf+1))> dty - dtysy <
mi= 1
2/p\ p/2
§0p<2(/ /|It2,. ) |Pdis - dtf+1> > .

m1:1

A fenti kifejezést tudjuk majordlni indukcié segitségével az alabbival.

NI D D S A

mi= 1 mo= 1 mo= 1

(¢) A kovetkezékben Metraux (1978) [50] Theorem 1 bizonyitasanak
modszerét alkalmazzuk. Legyen u® : N — {—1,1} (i = 1,...,d). Legyen
n € N? rogzitett, Ty, := Zm<n u%i ugfft)ij, tovabba

n2 nd
Vo= S o S0 @l Xy (=1, 1),

m2:1 md=1

Ekkor T, = anl 4 ,(}Lzle A kovetkezékben beldtjuk, hogy valamely
My,q >0 konstans esetén E|Ta|P < M, 4E|Sn|P. Megint d-re vonatkozd
1nduk01oval bizonyitunk. Az allitds d = 1 esetén megtaldlhaté Burkholder
(1966) [9] Theorem 9 bizonyitdsdban. Az X,, (3.5.1) tulajdonsagabdl konnyt

ellenérizni, hogy Y, martingaldifferencia. fgy

1 D
E|T,P < Mp71E< Z Yo, ) =
m1:1
n2 ng n1 p
E< Z Z u%l . 7(7?2< Z X(ml ..... md)> )
meo=1 mqg=1 mi=1

Ismét hasznalva a (3.5.1) tulajdonsdgot kapjuk, hogy

ni
Z(m27--~7md) = Z X(ml’“-ymd)

m1:l
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martingaldifferencia. fgy az indukciés feltevést hasznalva
E|Tw|? < M, 1M, 4 1E|SalP = M, 4E|Sa|?.

Ebbél, Fubini tételébdl és a 3.5.2. lemma (b) pontjabdl kapjuk, hogy E|Sy, |*?
majoralhaté a kovetkezo kifejezéssel.

1 1
sz,d/-~-/E(
0 0

ni ng
Z ce Z T'm;y (tl) o Tmyg (td)X(m1»~~-vmd)

m1:1 md=1

2p
)dtl---dtdz

1 1 n1 ng 2p
=My 4F (/ : / D> () g (L) Xy ooy A dtd> <
0 0 m1:1 md:1
ni nd p
< Mgp,dc%,dE(( S K ) )
m1:1 md=l
Ezzel befejeztiik a bizonyitést. O

3.5.3. tétel. (Noszaly és Témacs (2000) [55] Proposition 13.) Legyen
(Xn, Fn) (3.5.1) tulajdonsdgi martingaldifferencia, p > 1, C > 0 és r <
p+1. Tegyiik fel, hogy Y - E|Xm|?’ < C|n|". Ekkor Sp/|n| — 0 (n — co)
majdnem biztosan. a

Bizonyitas. A Burkholder-egyenlStlenség (3.5.2. lemma (c)) és a Hol-
der-egyenlétlenség alapjan

p
BISaf"” < Dyl | 3 X | < Dpalnl’ ™3 BlXonl < Dyl

m<n m<n

Igy a Doob-féle L,-egyenlStlenség (3.5.2. lemma (a)) miatt,
E (gg§|5m|2p> < Fpa Z; Afm[rrr=t

valamely F, 4 > 0 konstans esetén. Mivel Alm|[PT"~! < C|lm[PT"2 {gy a
3.2.3. tétel miatt igaz az allités. O

3.5.4. tétel. (Noszdly és Témécs (2000) [55] Proposition 14.) Legyen
(Xn,Fn) (3.5.1) tulajdonsagu martingaldifferencia és p > 1. Amikor p > 1,
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tegyiik fel, hogy E|X,|?P szorzat tipusi sorozat. Legyen by, pozitiv valés
értékii, nemcsokkend és nem korlatos szorzat tipusiu sorozat, tovabba tegyiik
még fel azt is, hogy p > 1 esetén van olyan 6 > (p — 1)/2p, hogy |n|° /by,
nemnévekvé. Ekkor

E| X,
Z |b | ‘n|p 1<OO

esetén Sy /by — 0 (n — o0) majdnem biztosan.

n

Bizonyitas. Alkalmazva a Burkholder-, Holder- és Doob-egyenlGtlen-
ségeket:
B (g 8) < Cpanl™ 3 Bl
valamely C)p q > 0 esetén. p = 1 esetén ez az egyenlStlenség és a 3.2.3. tétel
implikalja az allitast.
Most legyen p > 1. Vezessiik be a kévetkezé jeloléseket.

cn = 0" > E[Xp| Ha() E|X,|%P.

m<n

Ekkor

l>
||
:&

’I’Ll—l
(nf ! Za(l) (ng —1)P~1 Z alg”) =

k=1

nl—l
(nll”_lagl) + (nf_l — (= 1)) Z a,i”) <
l k=1

n;— 1
H (nf ! (l) +Cnl™ 2 Z a(l)>

1=1
valamely C' > 0 esetén. Mdsrészt legyen r > 1 olyan, hogy 6 = (p+r—2)/2p
a tételben. Ekkor

PSSO LD i e

=1

IN Il
Q E‘:&

m=k+1 m
PR a0 g~ L mitr?
_ z Sy i
n r— [e%e) n (l) p—1
() kP2 wk = k
< Zak p(02p Z mr = Z (l)2p C =0 Z b(l)2p
k=1 ko m=k k=1 k=1

valamely C, > 0 és minden 1 < [ < d esetén. Eszerint > Acy /b2 < oo,
igy a 3.2.3. tételbol kovetkezik az allitas. O
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4. Konvergenciasebesség a nagy szamok torvényei-
ben, Banach-térbeli értékii valdosziniiségi valto-
z6kbdl allé szériasorozatok esetén

Ebben a fejezetben a Baum—Katz-féle tétel bizonyos kiterjesztéseivel
foglalkozunk. Az itteni vizsgélatok kozvetlen el6zménye Fazekas (1992) [21]
cikke. Eredményeinket Témacs (2003) [72] cikkben publikaltuk. A fejezet
legfontosabb tétele a 4.3.1. tétel. Ebbol kovetkezményként szamos ismert
allitast (illetve ismert allitdsok varidciéit) levezetiink.

4.1. Jelolések, definiciok

Legyen N a pozitiv egész szamok halmaza, R a valés szamok halmaza,
a Vb := max{a,b} és a Ab := min{a,b}, ahol a,b € R. Jelolje Ry az f
fliggvény értékkészletét és f o g az f és g Osszetett fliggvényét. @g legyen a
nemcsokkené f:[0,00) — [0, 00) fiiggvények halmaza. Egy f € ®( fiiggvényt
Orlicz-fligguénynek nevezziik, ha f folytonos, konvex, nem korlatos, f(0) = 0
és f(t) > 0 minden ¢ > 0 esetén.

Az f € ®q fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy teljesiti a As-feltételt (f ~
As), ha létezik egy ¢ > 0 konstans, hogy

F(2t) < ef (1) (4.1.1)

minden ¢ > 0 esetén. Nyilvan f ~ As pontosan akkor, ha minden rogzitett
k > 1 esetén létezik ¢ > 1, melyre

flkt) <cf(t) minden ¢ >0 esetén. (4.1.2)

Az f € ® fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy teljesiti a AJ-feltételt (f ~
A9), ha létezik ¢ > 0 és to > 0, hogy (4.1.1) teljesiil minden 0 < t < tg
esetén.

Ebben a fejezetben legyen {k,,n € N} pozitiv egész szdmok egy szi-
gorian monoton novekvé sorozata. A kovetkezd jelolések tekintetében Gut
(1985) [32] cikket kovetjiik.

P(t) :==card{n e N: k, <t}, t>0,

[t
M.(t):=) k™", ha t>1 é My (t):=k"', ha 0<t<1,
=1
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ahol r € R, cardA az A halmaz szémossdga (card) := 0) és [.] az egészrész-
fliggvényt jelenti. Legyen M := M.

Legyen B egy valds, szepardbilis Banach-tér ||.|| normaval és 0 zérus
elemmel. Legyen (Q,F,P) egy rogzitett valésziniiségi mez6. X:Q — B
fiiggvényt B-értékii valosziniiségi véltozénak nevezziik, ha {w € Q: X (w) €
A} € F minden A € B(B) esetén, ahol B(B) a B Borel-féle o-algebrija. Ha
X B-értékii valdszintiségi valtozo és E || X|| < oo, akkor EX jelentse az X
Bochner-féle integraljat.

A B-értékii X valbszintliségi valtozd szimmetrikus, ha X és —X azonos
eloszlasi. Tetszoleges B-értékii X valdszintiségi valtozo esetén az X szim-
metrizaltja X* = X — X', ahol X’ és X fiiggetlenek és azonos eloszlasiak.
(Nyilvan X* szimmetrikus.) Tetszéleges X-re

P(IX <)P(IX[I > 2t) < P(| X7 > 1) <2P(|X —b] > #/2)  (4.1.3)

minden ¢ > 0 és b € B esetén.

Legyen {X,x,n € Nk = 1,...,k,} B-értékii valésziniiségi valtozok
szériasorozata. Ezt soronként fiiggetlennek nevezziik, ha X,,1,..., X, fig-
getlenek minden rogzitett n € N esetén. Legyen Sy, := Z’;;l X,k. Abban
a specidlis esetben, amikor k, = n, azaz az n-edik sorban éppen n darab
valészintiségi valtozd van, a sorosszeget S, = X1 + - - Xpp jeloli.

4.1.1. definicié. (Gut (1992) [33].) Azt mondjuk, hogy {X,r,n €
N, k=1,...,k,} dtlaghan gyengén dominélt az X valdsziniliségi valtozéval,
ha létezik v > 0, hogy

k"b
1

Z P(|| Xnkll > t) <AP(|X| > t) minden t > 0, n € N esetén. (4.1.4)
n

k=

=

4.1.2. megjegyzés. Legyen £ egy valds értékil valdszinliségi valtozo és
t > 0 rogzitett. Mivel (~_{& >t — 1/m} = {£ > t}, igy a valdszinliség
folytonossaga miatt, ha {X,r,n € Nk = 1,...,k,} atlagban gyengén
domindlt az X valdszintiségi valtozdval, akkor

k
1 n
T P(|| Xkl > t) <~AP(|X| >t) minden ¢t > 0, n € N esetén. (4.1.5)

k=1



4.2. Lemmak 47

4.2. Lemma3ak

A kovetkezé lemma Jain (1975) [40] Lemma 2.2 egy verzidja.

4.2.1. lemma. (Témécs (2003) [72] Lemma 4.1.) Legyen X egy vals
értékii valészintiségi valtozo, p,a € ®g, f(n) := p(a(n + 1)) — p(a(n)),
n=20,1,2,.... Ho E¢(|X|) < oo, akkor

Zﬁnfl (|X] > a(n)) < oo.

Bizonyitas. 0,, := ¢(a(n)) jeloléssel

Ep(X]) = > 0:P(0; < o(IX]) < 041 =

=1

> z;z_:lﬂ(n — 1)P<@i < (X)) < @i+1> >

- Zﬁ(”_ 1)ZP<91‘ < (X)) < @z‘+1> >

Z (n—1)P(1X] > a(n)). O

Az alabbi lemma bizonyitasat 1lasd példaul Hoffmann-Jgrgensen (1974)
[35], illetve Jain (1975) [40].

4.2.2. lemma. Legyenek Xy, ..., X,, B-értékii, fiiggetlen, szimmetri-
kus valdszintiségi valtozok és j € N. Ekkor léteznek Aj, B; > 0 konstansok

lgy, hogy
( Z Xy > t)

k=1
minden t > 0 esetén, ahol A; és Bj csak j-tdl fiigg. (Ay =1, By =4.)

> X

k=1

> 3%) < A,;P < max | Xk > t) + B; P2J<

A kovetkez6 lemma Jain (1975) [40] Theorem 3.1, illetve Fazekas (1992)
[21] Lemma 2.6 altaldnositédsa.
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4.2.3. lemma. (Témadacs (2003) [72] Lemma 4.3.) Legyen {X,r,n €
N,k =1,...,k,} soronként fiiggetlen, B-értékii szimmetrikus val6sziniiségi
valtozok szériasorozata, és {y,,n € N} pozitiv valés szamok egy sorozata.
Ha {||Sk, || /7x,,n € N} valdszintiségben korldtos, ¥ € ®y és J ~ Aq, akkor
léteznek a,b > 0 konstansok gy, hogy

E9(]|Sk, ||) < aEﬁ(lg}czgz HXnkH) + b9(yk,) minden n €N esetén.

Bizonyitas. Legyen Nj, := | ax | Xkl ¥ € ®o és a 4.2.2. lemma
miatt minden x > 0ésn €N esetén '
P@O([[Sk, [ /3) > 9(x)) <P ([|Sk, [ /3 > x)

<P
< P (Nk, > z) +4P%(||Sk, || > =)
< P(J(Ny,) = 9(x)) + 4PHI(| S, [|) = 9(2)).
fgy

P(O(|[Sk, Il /3) > t) < P(I(Ny,) = t) + 4PHI([|Sk, ) = 1) (4.2.1)
minden t € Ry és n € N esetén. Tegyiik fel, hogy t € (9(0),sup Ry) N Ry.
Ekkor 1étezik a > 0, hogy lim, ., o9 (z) < t < limg—qt09(z). (Legyen
lim,_o—o ¥(z) = ¥(0).) Ha ¥(a) < ¢, akkor | J,-_,{y : ¥(y) > d(a+1/m)} =
{y:9(y) >t} és Up_i{y : 9(y) = a+1/m)} = {y : 9(y) > t}. Mésrésuzt,
ha ¥(a) > ¢, akkor (~_{y : 9(y) > da — 1/m)} = {y : d(y) > t}
és No_{y : 9(y) > da—1/m)} = {y : dy) > t}. Igy felhasznélva a
valésziniiség folytonossagat és a (4.2.1) egyenlStlenséget kapjuk, hogy (4.2.1)

igaz ebben az esetben is. Ha 0 < ¢ < 9(0) vagy ¢t > sup Ry, akkor (4.2.1)
nyilvanvald. Most alkalmazva ¥ ~ A, 1étezik ¢ > 1, hogy

P (9(1Sk, [) > ct) < PO(NK,) = 0) +4P°0(|Si, [) 2 0)  (42.2)

minden ¢ > 0 esetén. Integralva mindkét oldalt ¢ szerint
1 o
Bk, 1) < EO(Nw,) +4/P2(19(|5kn||) > t)dt. (4.2.3)
0

Mivel {[|Sk, || /Vk,,n € N} valésziniiségben korlatos és ¥ ~ A, léteznek
A1, A > 0 konstansok gy, hogy

[
P ISk, I = Arye,) < o €8 9(Ar,) < AV,
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minden n € N esetén. Ebbol kovetkezden

POk, ) > 49(m,)) < 5.

Emiatt
[e’e) Aﬁ(’Ykn) o0 1
/P2(19(||Skn\|) > t)dt < / 1dt + / gP(ﬂ(HSan) > t)dt <
0 0 A (k)
1
< A9(e,) + ZEI(Sk, [1)- (4.2.4)
Ezért (4.2.3) és (4.2.4) miatt igaz az allitéds. O

A kovetkezé lemma Gut (1992) [33] Lemma 2.1, illetve Fazekas (1992)
[21] Lemma 2.7 (b) 4ltaldnositésa.

4.2.4. lemma. (Témécs (2003) [72] Lemma 4.4.) Legyen {X,r,n €
N,k = 1,...,k,} B-értékii valosziniiségi valtozok szériasorozata, mely dt-
lagban gyengén domindlt az X valdszintiségi valtozéval. Ha 9 € ®q, akkor
1

= S EA(Xuil) < (1VDEI(X)).

k=1

Bizonyitas. ¥ € ¢y és (4.1.4) miatt minden x > 0 esetén

k kn

. 1

Y PO Xnk]) > O ,72 (1 Xkl > 2) <
k= k=1

<AP(IX| > z) <AP(W(X]) > 9(2)),

§\H

igy
kn
%ZP(@?‘(HXMH) >t) < (LVy)P(I(X]) > t) (4.2.5)
" k=1

minden ¢ € Ry-re. Tegyiik fel, hogy t € (¥(0),
a > 0, hogy lim, .o 9(x) <t < limg_ 440 Pz
¥(0).) Ha ¥(a) > t, akkor {O(||X,k]|) > t} =

sup Ry) N Ry. Ekkor 1étezik
) (Legyen hmm—>0—0 19( )
{[| Xkl > a}. Ezért (4.1.5)

miatt
=S P((| X, t) P(|| Xor| > a) <
o 2 ([ Xnkll) > an:: ([[Xnkll > a)
<AP(|X] > a) < AP(I(|X]) > D(a)) <AP(I(|X]) > t)
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Emiatt (4.2.5) igaz ebben az esetben is. Ha ¥(a) < t, akkor {J(||Xnkl) >
t} = {|| Xnkl > a}. Igy (4.1.4) miatt

k:n kn
> PO > 1) = anIPHXnkum)s

P(\X\>a)§’YP( (X)) = t).

?\H

Igy (4.2.5) igaz ebben az esetben is. Végiil, (4.2.5) nyilvanvaléan teljesiil, ha
0 <t <9(0) vagy t > sup Ry. Osszefoglalva, (4.2.5) teljesiil minden ¢t > 0
esetén, melybol kovetkezik az allitas. O

4.3. Egy altalanos konvergenciasebesség-tétel

A kovetkez6 tétel Fazekas (1992) [21] Theorem 3.5 kiterjesztése. A tétel
specidlisan k,, = n esetre vonatkozik, azonban tetszoleges k,, sorozat esetére
is nyerhetilink beldle kovetkezményeket.

4.3.1. tétel. (Témécs (2003) [72] Theorem 3.1.) Legyen {X,i,n €
N,k =1,...,n} soronként fiiggetlen, B-értékii valosziniiségi valtozok széria-
sorozata, mely atlagban gyengén dominalt az X valosziniiségi valtozéval.
Tegyiik fel, hogy létezik egy pozitiv valés szamokbdl 8116 {7y, n € N} sorozat,
hogy {||Sull /yn,n € N} valdszintiségben korlatos. Legyen a,9,¢ € ®¢, «
nem korlatos, 9, ~ Ay, ¥ £ 0 és

B(n) = ¢la(n+1)) —p(a(n)), n=0,1,2,....
Tegytik fel, hogy

a(n)

o(|X]) <0, E¥(X])<oo és lim = 00.

n—oo "}/n

Legyen
u(n):=pB(n—1) minden n €N esetén,

vagy
w(n):=pB(n) minden n €N esetén.

wu(n) = B(n) esetben tegyiik fel, hogy létezik ¢ > 0, hogy elég nagy n € N-ek
esetén

c¢f(n) < B(n—1). (4.3.1)
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Legyen ny € N olyan, hogy 9(a(n)) > 0 minden n > ng esetén. Ha létezik
j €N ésr >0 ugy, hogy

=) (rn+ 90\
> () < 432

n=ngo

akkor

Z (n P(||Sn|| > ea(n)) < oo minden &>0 esetén. (4.3.3)

n
n=1

Bizonyitas. El6szor tegylik fel, hogy az X, valdszinliségi véltozok
szimmetrikusak. Legyen € > 0. A 4.2.2. lemma és (4.1.4) alapjén

P (||Snll > e3’a(n)) <
< A;ynP(|1X| > ea(n)) + B;P% (||S,] > ea(n)). (4.3.4)
A (4.3.4) masodik tagjanak becsléséhez vegyiik figyelembe, hogy ¥ € @,
¥ ~ Asg, tovabbé alkalmazzuk a Markov-egyenlétlenséget, a 4.2.3. és a 4.2.4.

lemmaékat. Ekkor 1éteznek &’,~', a,b > 0 konstansok gy, hogy minden n >
ng esetén

P (21,0 aln)) < P(Z01,1) > dfaln) <
RS ¢
= o) = am)

A (4.3.5) egyenl6tlenségben b vélaszthaté gy, hogy

(m/nE 9(|X]) + w(%)). (4.3.5)

b> %ym(m). (4.3.6)

Ekkor (4.3.4), (4.3.5) és (4.3.6) miatt

Z ( S| > €3’ ax ) < AJ’yZu P(|X| > ea(n)) + konst.+
p(n) (rn+9(3)\*
+ konst. Z - ( Tam) > . (4.3.7)

n=ng+1
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Mivel ¢ ~ Ay, igy létezik k > 0, hogy E ¢ (|X|/e) < kE p(]X]) < co. Ezért
a 4.2.1. lemma és (4.3.1) miatt létezik n; € N, hogy

00 > iﬁ(n—l)P <|)j > a(n)) >

> konst. Z P(|X| > ea(n)). (4.3.8)

n=ni

Ekkor (4.3.7), (4.3.8) és (4.3.2) alapjan (4.3.3) teljesiil.

Altaldnos esetben szimmetrizaldssal dolgozunk. Legyen X/, fiiggetlen
képidja X, ,-nak minden n € N és k = 1,...,n esetén. Legyen X7, :=
Xk — X\p, Shoi= >0 X és Sk =50 X5 =S, — S),. Be fogjuk
bizonyitani, hogy X, -ra teljesiilnek a 4.3.1. tétel feltételei.

A (4.1.3) és (4.1.4) egyenlStlenségek alapjian kapjuk, hogy

—ZPM@%% ZP@&M>>SMMMDﬂ

minden ¢ > 0 esetén, igy {X*, :n € Nk = 1,...,n} dtlagban gyengén
dominalt 2X-szel. Masrészt ¢, ~ Ag miatt E ¢(|2X])<oo és EJ(|2X])<o0.
Mivel {||Sn|| /yn,n € N} valdsziniiségben korlatos, felhasznalva a (4.1.3)
egyenl6tlenséget, minden h > 0 esetén létezik ¢ > 0, hogy minden n € N
esetén

2h > 2P([|Snll > g7n) = P(IS51 > 2¢7n)-

Igy {||S%| /4m,n € N} is korlétos valészinfiségben. Emiatt a szimmetrikus
eset szerint

Z P(||Sk]| > ea(n)) < oo minden &>0 esetén. (4.3.9)

{IISL 1l /n,n € N} valdsziniiségben korlatos, ezért 1étezik ¢’ > 0, hogy

P(ISuN < d'va) > (4.3.10)

DN | =

Végiil, (4.1.3), a(n)/yn — oo és (4.3.10) alapjan kapjuk, hogy elég nagy
n € N-ek esetén

P(IS51I > ea(n)) = P(IIS, || < ea(n ))P(HS I > 2¢a(n)) =
Z

> PS4 < ¢70)P(ISll > 2ca(n)) = SP([Su > 2ca(n).
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Emiatt és (4.3.9) miatt igaz az &llitas. O
Az alabbi kdvetkezmény Fazekas (1992) [21] Theorem 6.2 dltaldnositésa.

4.3.2. kovetkezmény. (Témacs (2003) [72] Corollary 3.2.) Legyen
Mo ~ A, rys,t > 0, rs > t. Hao r > 2, akkor tegyiik fel, hogy
{M(n)/M(n — 1),n € N} korldtos. Legyen {Xnx,n € Nk = 1,...,k,}
soronként fiiggetlen, B-értékil valoszintiségi valtozok szériasorozata, mely
atlagban gyengén dominalt az X valGszintiségi valtozoval. Tegyiik fel, hogy
{11Sk., |l /k}l/s, n € N} valdszintiségben korldtos. Ha

EM"/? (w (X\t/T)> <00 é EBIX|° < oo,
akkor

Z(M(n))T/Q_lP (HSan > ek,’;/t) < oo minden ¢>0 esetén.

n=1

Megjegyezziik, hogy {M(n)/M(n — 1),n € N} korldtossiga és (4.4.5)
ekvivalensek.

Bizonyitas. A 4.3.1. tételben legyen a(z) := 2"/t 9(z) = x°, v, :=
n'/ és p(x) := M"/?(¢(2*/7)). Ekkor

Bky — 1) = p(a(ky)) — p(alkn, — 1)) = M™2(n) — M™?(n — 1) (4.3.11)

és B(m —1) =0, ha k,, < m < k,4; minden n € N-re. Felhasznélva, hogy

M?(n) — M"(n —1) fM(n) vt*~1dt, kénnyl bizonyitani, hogy minden
n € N-re

vk, M (n—1) < M¥(n) = M°(n —1) <vk?~' ha v>1, (43.12)
és
vk, M7 (n) < MY(n) — M¥(n—1) <vk,, ha 0<v<1. (4.3.13)

Legyen j € N olyan nagy, hogy 27 > t((r — 1) V 1)/(rs — t). Ekkor (4.3.11),
(4.3.12) és (4.3.13) szerint

> Blkn = 1) (Tha+9(m,) )
2 (ﬁ(a(kn» ) :

n

o .
konst. Y n"2-(/t=D2 < o6 har > 2,
< n=1
— o .
konst. 3 n=(r/tmD2 < o0 ha 0 <7 < 2.

n=1
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Konnyen ellenérizhet6, hogy a 4.3.1. tétel tobbi feltétele is teljesiil. fgy
oo
kn—1 . )
Z %)P(HS;%H > ek:/t) < oo minden e>0 esetén.
n=1 n

Tudjuk még, hogy (4.3.11), (4.3.12) és (4.3.13) miatt

ﬁ(k:],;—l) > konst. (M (n))"/?71,

melybdl kovetkezik az allités. O

Az alabbi kovetkezmény Hu, Rosalsky, Szynal és Volodin (1999) [38]
Corollary 4.1 egy verzidja.

4.3.3. kovetkezmény. (Témacs (2003) [72] Corollary 3.3.) Legyen
reR 0<t<sés M.op ~ Ay Legyen {Xpk,n € Nk = 1,...,k,}
soronként fiiggetlen, B-értékil valosziniiségi valtozok szériasorozata, mely
atlagban gyengén dominalt az X valdszintiségi valtozéval. Tegytik fel, hogy
{11k, |l /ki/s, n € N} valdszintiségben korldtos. Ha

EMr(w(\XV)) <o & EBIX[° < oo

akkor
o
Z k:;QP (HSan > sk‘}/t) < oo minden € >0 esetén.

n=1

1/t

Bizonyitds. A 4.3.1. tételben legyen a(z) := z'/t, p(x) := M, (¢ (a?)),

9(x) := z° és 7y, := n'/*. Ekkor
5(kn - 1) = (p(a(kn)) _Sp(a(kn - 1)) = Mr(n) _Mr(n_ 1) = k;—l (4'3'14)

és B(m — 1) =0, ha k,, < m < k41 minden n € N-re. Legyen j € N olyan
nagy, hogy 27 > t(r — 1)/(s — t). Ekkor (4.3.14) miatt

— B(kn —1) (rkn +9(,) g = 2 (s/t—1)2
n < k t T S .
7; s Halkn) < kons Z n < 00

n=1

Koénnyen ellenérizhet6, hogy a 4.3.1. tétel tobbi feltétele is teljesiil. fgy
o B(kn — 1
Z B(k;)P(HSan > Ek,ll/t) < oo minden e >0 esetén.
n=1 n

Végiil (4.3.14) miatt B(k, — 1)/k, = k-2, melybél kovetkezik az 4llitds. O
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4.4. A 6 tétel specialis esetei

Amennyiben B megfelel6 geometriai tulajdonsaggal rendelkezik, akkor
egy momentum feltétellel helyettesithetd {|| Sk, || /v, ,n € N} valdsziniiség-
beli korlédtossaga.

Legyen ¢ egy Orlicz-fiiggvény. Az I, (B)-vel jelolt ugynevezett Orlicz-
tér azon B-értékl {u,,n € N} sorozatokbdl all, melyekre

Z <Hun”><oo valamely a >0 esetén.

4.4.1. definicié. (Lasd Fazekas (1987) [20].) Legyen e1,¢9,... olyan
fiiggetlen valdsziniiségi véltozdk, melyekre P(e,, = 1) = P(e,, = —1) = 1/2
minden n € N-re. Azt mondjuk, hogy B -tipusi, ha > > | &,u, valészinii-
ségben konvergens minden {u,,n € N} € [,(B) esetén.

n=1

Specidlisan, ha ¢(z) = 2P, akkor a j6l ismert p-tipus esetét kapjuk.

4.4.2. definicié. Azt mondjuk, hogy B p-tipusi (0 < p < 2), ha
> > | enll, majdnem biztosan konvergens minden olyan {u,,n € N} C B
sorozatra, melyre Y |lu,||” < oo teljesiil.

4.4.3. megjegyzés. Legyen ¢ ~ AY egy Orlicz-fiiggvény. B pontosan
akkor ¢-tipusi, ha létezik ¢ > 0, hogy

ZX"“ < cE mf{ (1—1—2@ y\XkH)>} (4.4.1)

k=1
minden n € N-re, tovabba minden B-értéki fiiggetlen Xy, ..., X,, 0 varhato
értéki valészintiségi valtozokra. (A bizonyitast lasd Fazekas (1987) [20].)

Felsoroljuk a p-tipusu terek néhany ismert tulajdonsagat.

4.4.4. megjegyzés. Nem létezik p > 2 tipusui Banach-tér. Minden
Banach-tér p-tipust, ha 0 < p < 1. Ha B p-tipusu, akkor p’-tipusu is, ahol
0 < p’ < p. Ismert, hogy B pontosan akkor p-tipusi, ha létezik ¢ > 0, hogy

n

P
DX

i=1

E < CZEHXin (4.4.2)
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minden olyan B-értéki fiiggetlen X1, ..., X, valdsziniségi valtozokra, me-
lyekre E || X;||” < oo (és EX; =0, hap >1),i=1,...,n teljesiil

A kovetkez6 megjegyzések azt mutatjak, hogy a 4.3.1. tételben, ha B
- vagy p-tipusu, akkor {||Sk, |l /Vk.,n € N} valdszintiségbeli korlatossdga
helyettesitheté momentum feltételekkel.

4.4.5. megjegyzés. (Fazekas (1992) [21], illetve Témécs (2003) [72]
Remark 5.5.) Legyen ¢ szubmultiplikativ Orlicz-fliggvény és B o-tipusi
Banach-tér. Legyen {X,x,n € Nk = 1,...,k,} soronként fiiggetlen, B-
értékll valdsziniiségi valtozok szériasorozata, mely atlagban gyengén domi-
nalt X-szel. Tegyiik fel, hogy EX,,, =0,k =1,... k, és Ex(|X|) < co. Ha
pozitiv valdés szamok valamely {v,,n € N} sorozata esetén {k,p(1/v, ),n €
N} korlétos, akkor {||Sk, || /Y, ,n € N} valészintiségben korlatos.

Bizonyitas. Az allitas (4.4.1) és a 4.2.4. lemma kdvetkezménye:

[Skall € 1 S
kn .
B2 < E;%%{y (1 + sO(yHXnkll))} <

< cE <1+§:<p (’f:’“”)) < C<1—|—<,0 <71> (1\/fy)l<:nEg0(]X\)> . O

k=1 "

4.4.6. megjegyzés. (Témécs (2003) [72] Remark 5.6.) Legyen B p-
tipusi Banach-tér, ahol 0 < p < 2, tovabbd {X,k,n € Nk = 1,...,k,}
soronként fliggetlen, B-értékli valdsziniiségi valtozok szériasorozata, mely
atlagban gyengén dominalt X-szel. Tegyiik fel, hogy EX,,,=0 (k=1, ..., ky),
ha p > 1. Ekkor E|X|” < oo esetén {||Sk,
korlatos.

/ kP m € N} valdsziniiségben

Bizonyitas. (4.4.2) és a 4.2.4. lemma alapjan kapjuk, hogy

kn,
E |1k, |7 < ¢ EllXukll” < c(1V )k E X
k=1

Igy {|Sk, I” /kn,n € N} valésziniiségben korlatos. O

Az aldbbi kovetkezmény Hu, Rosalsky, Szynal és Volodin (1999) [38]
Corollary 4.2 egy véltozata.

4.4.7. koévetkezmény. (Témacs (2003) [72] Corollary 5.7.) Legyen
reR 0<p<20<t<p, M.oy ~ Ay és B p-tipusi. Legyen {X,,n €
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N,k =1,...,k,} soronként fiiggetlen, B-értékii valosziniiségi valtozok szé-
riasorozata, mely atlagban gyengén dominalt X -szel. Ha EX,;, = 0 minden
neNé k=1,...,k, esetén, tovabba

EMT<1/J(\X|t)> <00 é EBIXP < oo,

akkor

o0
Z kr—2p (||Skn|| > gk;}/t) < oo minden € >0 esetén.

n=1

Bizonyitas. A 4.4.6. megjegyzés szerint {||Sk, || /kl/p n € N} valészi-

niiségben korlatos, igy a 4.3.3. kovetkezmény feltételei teljesiilnek. O

A kovetkez6 hdrom tétel Fazekast6l szarmazik (1992 [21]). Be fogjuk
bizonyitani, hogy ezek a 4.3.1. tétel specidlis esetei.

4.4.8. tétel. (Fazekas (1992) [21] Theorem 3.1.) Legyen 0 < p < 2,
s > p, rp > s és B p-tipusi. Legyen {X,x,n € N,k = 1,...,n} soron-
ként fiiggetlen, B-értékii valoszintiségi valtozok szériasorozata, mely dtlag-
ban gyengén dominalt X-szel. Tegyiik fel, hogy p > 1 esetén EX,, = 0
(k=1,...,n). Ha E|X|* < oo, akkor

oo
Z r—2p ( |Sp | > snr/$> < oo minden e>0 esetén.
Bizonyités. A 4.3.1. tételben legyen a(z) := 2"/%, p(z) = 9(x) := 2°
és 7, := n'/?P. Ekkor

B(n) = ela(n+1)) = p(a(n)) = (n+1)" -

Legyen j € N olyan nagy, hogy 2/ > rp/(rp — s). Ekkor

Mg

27 oo
<Tn + ?(’)7;)) < konst. Z nrflf(rfs/p)zj < oo,
aln

n=1 n=1

fgy (4.3.2) teljesiil. Mivel B(n—1)/8(n) — 1, {gy (4.3.1) is teljesiil. E | X|°
oo miatt BE|X|? < oco. Igy a 4.4.6. megjegyzés szerint {|S,| /n'/P,n €
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N} valdszintiségben korlatos. Konnyen ellendrizhetjiik, hogy a 4.3.1. tétel
tovabbi feltételei is fennallnak. Igy

(n+1) —n"
Z ———P(||S,] > snT/S) < oo minden & >0 esetén.
n

Ebbél kovetkezik az allitas, mert ((n 4 1)" — n")/n > konst.n"~2 minden
n € N esetén. O

4.4.9. tétel. (Fazekas (1992) [21] Theorem 3.5 és Jain (1975) [40]
Theorem 3.3.) Legyen {X,r,n € N,k = 1,...,n} soronként fiiggetlen,
B-értékii valoszintiségi valtozok szériasorozata, mely atlagban gyengén do-
minalt X-szel. Legyen «,p € ®¢, melyek szigorian monoton névekviek,
R, =R, =1[0,00) és ¢ ~ Asy. Legyen 3(n) = p(a(n+ 1)) — ¢(a(n)) olyan,
hogy valamely c1,co > 0 esetén

c1 <cf(n+1)<pB(n) minden n € N-re.

Legyen E ¢(|X|) < oo. Tegytik fel, hogy létezik pozitiv val6s szamok {7y, n €
N} sorozata, hogy {||Sn|| /vn,n € N} valdszintiiségben korldtos, tovabba
létezik & > 0, hogy

= O((log n)~% A (ﬁ(n))*‘s). (4.4.3)
Ekkor

Z P(||Sn|| > ea(n)) < oo minden &>0 esetén. (4.4.4)

Bizonyitas. A 4.3.1. tételben legyen ¥ := ¢ és j € N legyen olyan
nagy, hogy 27 > 2/§. Ekkor (4.4.3) és 1/3(n) < 1/01 miatt kapjuk, hogy
valamely mg € N esetén

£ () -

< konst. + konst. Z ﬁgln) ((ﬁ(nglj)_gln)é/2> <

n=my

< konst. + konst. Z Y(logn)~ 270 < 0

n=mo
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(4.4.3) miatt konst.(logn)’ < o(a(n))/p(y,) elég nagy n € N-ekre, igy
o(a(n))/e(vn) — oo. Emiatt és ¢ ~ Ay miatt a(n) /v, — oo. Ezért a 4.3.1.
tételbél kovetkezik (4.4.4). O

4.4.10. tétel. (Fazekas (1992) [21] Theorem 6.2.) Legyen {X,x,n €
N,k =1,...,k,} soronként fiiggetlen, B-értékii valoszintiségi valtozck szé-
riasorozata, mely atlagban gyengén dominalt X-szel. Legyen 0 < p < 2,
r>1,t>0 és s > p. Tegyiik fel, hogy r > t/p, ha s > 1, mig r > t/s, ha
s < 1.1 > 2 esetben feltessziik még, hogy

K,

Legyen M ot ~ As és B p-tipusi. Feltessziik, hogy p > 1 esetben EX,,;, = 0
(k=1,...,k,). Ha

EM’“/2(¢(|XWT)) <o & E|X|° < oo

akkor

> 6k,7;/t> < oo minden e>0 esetén.

> (1) 7P (JIsk,

Bizonyitas. Legyen ¢ = p ha s > 1, mig ¢ = s ha s < 1. Ekkor
rq > t, B ¢tipusi és E|X|? < oo. Igy felhaszndlva a 4.4.6. megjegy-
zést kapjuk, hogy {||Sk, | / k!9 m € N} valészintiségben korlatos. Mésrészt
limsup,, .. kn/M(n—1) < oo miatt {M(n)/M(n—1),n € N} korlatos. Igy
a 4.3.2. kovetkezmény minden feltétele teljesiil. O
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5. Majdnem biztos kozponti hatareloszlas-tételek
m-fiiggo, tobbindexes valdsziniiségi valtozdkra

5.1. Jelolések, definicidk

Legyen N a pozitiv egész szamok halmaza és d € N rogzitett. Jelolje R a
valds szamok halmazat, tovabbd B az R Borel-halmazainak o-algebrajat. A
k,n, ... € N? racspontok koordinatait jelsljiik ugyanazon indexelt betiikkel,

azaz példaul n = (nq,...,ngq). A <, £, min, — stb. legyenek értelmezve
koordinatanként. Példaul n — oo azt jelenti, hogy n; — oo minden ¢ €
{1,...,d} esetén. Legyen |n| = ny---ng és |logn| = Hf:llog+ n;, ahol

log" 2 =logz, haz >eéslogt z =1, haz <e.

Jelolje 0, az x € R pontra koncentrdlt eqységnyi tomeget, azaz ,: B—R,
d:(B)=1,hax € B és 0,(B) =0, ha z ¢ B. Jeloljik = mddon a gyenge
konvergenciat, azaz pin, (n € N%) és u eloszlasok esetén ju, = p (n—oo)

teljesiil, ha
tin [ fdpn = [ fd

minden korlatos és folytonos f:R — R fiiggvényre.

Legyen {(n,n € N?} val6szinfiségi valtozék tobbindexes sorozata az
(Q, F, P) val6szintiségi mezében. A majdnem biztos kozponti hatéreloszlas-
tételek tobbindexes esetben a kovetkezot allitjak:

1
Do Z dib¢(w) = 4 (n—oc), majdnem minden w € €2 esetén.
n k<n

Megjegyezziik, hogy ezen tipusu allitdsok nem kozvetlen kévetkezmé-
nyei az egydimenziés eseteknek.

A legegyszeriibb tobbdimenziés majdnem biztos kézponti hatareloszlds-
tételben Cn = >, Xk/\/m, ahol Xy (k € N%) fiiggetlen, azonos eloszlas,
0 varhatd értékil és 1 szdrasu valészintiségi valtozok, tovabbd dyx = 1/|k|,
D,, = |logn]|, végiil u a N(0,1) standard normadlis eloszlas. (Lasd Fazekas
és Rychlik (2001) [28] tobbindexes esetben, mig példdaul Berkes (1998) [6] és
Fazekas és Rychlik (2002) [27] egydimenziés esetben.)

Egy hasonlo allitast fogunk bizonyitani, de dgynevezett m-fiiggs eset-
ben. Legyen {Xp,,n € N%} 0 varhat6 értékii és véges szérdst valdszinii-
ségi valtozok tobbindexes sorozata. Legyen ||n|| := max{ni,...,nq} és
d(Vy, Vo) := inf{|l]n —m]|| : n € V;,m € V,}, ahol V;,V» C N% Legyen
o(V) (ahol V' C N9) a legsziikebb olyan o-algebra, melyre nézve X, mérhetd
minden n € V esetén.
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5.1.1. definicié. Legyen m € N rogzitett. Az { Xy, n € N} val6szinii-
ségi valtozok sorozatat m-fiiggének nevezziik, ha a o (V1) és o(Va) o-algebrék
minden olyan Vi, Vo C N? esetén fiiggetlenck, melyekre d(Vy,Va) > m.

Hasznalni fogjuk még a kovetkezd jeloléseket: Sy, := Zkgn Xk, Bn =
D25y, Cn := Sn/VBn 6s pic, jelolje a ¢, valdszintiségi valtozo eloszldsat.

5.2. Elozetes tételek és lemmak

A kovetkez6 tétel Fazekas és Rychlik (2001) [28] Theorem 2.1 és Re-
mark 2.2 specidlis esete (B = R, o(z,y) = |z — yl, B = és 8 =1
vélasztassal).

5.2.1. tétel. Tegyiik fel, hogy barmely h,1 € N¢ h < 1 esetén létezik
Ch,1 valoszintiségi valtozo a kévetkezd tulajdonsdgokkal:

a) Chy =0 hah=1;

b) Ck €s Ch1, C1 6s Cnk illetve Cnk és Cny valoszintiségi valtozok fiigget-
lenek, ahol h = min{k, 1};

c) létezik ¢ > 0 és ny € N¢ tigy, hogy E(( — ¢n1)? < c|h|/|l| minden
ny < h <l esetén. 4

Legyen 0 < d,(;) < clog ML, tegyiik fel, hogy Y po, d,(j) = 0o minden
ie{l,...,d}-re. Legyen dy = H?Zl dé? és Dy =), ,, dk. Ekkor barmely
u eloszlas esetén a kovetkezé két allitas ekvivalens egymassal:

1

1) 5 Z did¢, (w) = 1 (n—00) majdnem minden w € €2 esetén;

M k<n

1
2) Do Z dific, = p (n—00).

n k<n

A kovetkezd lemmat 1asd Prakasa Rao (1981) [58] Lemma 5.

5.2.2. lemma. Legyen {X,,n € N} m-fiigg6 0 varhaté értékii vals-
szintiségi valtozok sorozata. Tegytik fel, hogy

létezik M, > 0, hogy E|Xn|**® < M < 0o minden n € N esetén. (5.2.1)
Ekkor létezik C's > 0 konstans tgy, hogy
245

E|Sa[*** < Csln|™="

teljesiil minden n € N? esetén.
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5.2.3. lemma. (Témécs (2002) [71] Lemma 1.4.) Legyen i, jin, n € N%
olyan eloszlasok, melyekre py, = pu (n—oo) teljesil. Legyen {dx > 0,k €
N?} olyan nem azonosan 0 sorozat, melyre teljesiil, hogy minden régzitett

ng € N? esetén,
1
dx — 0 (n—o00),
2 te<n e KEAn,
ahol Ap, ={k € N :k <n ésk ¥ ng}. Ekkor
1

dgpx = 1 (n—o00).
Zkgn k gl

Bizonyitas. Legyen f : R — R korlatos folytonos fiiggvény. Ekkor
tetsz6leges € > 0 esetén létezik m( € N¢ ﬁgy, hogy minden n > m esetén

[t [ o <5 s ka §3@<

kEAnm,

ahol |[ fdpun — [ fdu| < K < co. Legyen 7y = > k<n dkuk/ > ke<n dx

Ekkor
[ s [ 1] < S Z@/mv/w‘

kcAm
/&mm/}m4<e

dy
Zk<n k Z
melybdl kévetkezik az allitas. O

mo<k<n

Koénnyen ellenérizhetd, hogy dx = 1/|k| valasztassal teljesiilnek az 5.2.3.
lemma, feltételei.

A kovetkezd allitds egy m-fliggd valdsziniiségi valtozdkra vonatkozd
kozponti hatareloszlas-tétel, mely Prakasa Rao (1981) [58] Theorem 1 kovet-
kezménye.

5.2.4. tétel. Legyen { Xy, n € N} m-fiigg$ 0 varhaté értékii valoszini-
ségi valtozok sorozata. Tegyiik fel, hogy az (5.2.1) feltétel teljesiil, tovabba

B
létezik ¢ > 0 és n, € N 1igy, hogy ﬁ > o minden n > n, esetén. (5.2.2)
n
Ekkor
Hew = N(0,1) (n—o0).
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5.3. Eredmények

5.3.1. tétel. (Témacs (2002) [71] Theorem 2.1.) Legyen { X, n € N4}
m-1iiggd 0 vdrhato értéki valdszintiségi valtozok sorozata. Tegyiik fel, hogy
az (5.2.1) és az (5.2.2) feltételek teljestilnek. Legyen 0 < d,(j) < clog &L

olyan, hogy > -, dgf) = oo mindeni € {1,...,d}-re. Legyen dy := Hle d;fi)
és Dy, = Zk<n dy. Ekkor minden p eloszlas esetén a kévetkezé két allitas
ekvivalens:

1
1) Do Z did¢, (w) = 1 (n—00) majdnem minden w € Q esetén,
n k<n

1
2) 5 D i, = p (n—00).
n
k<n
Bizonyitas. Legyen h,1 € N, h <1, m := (m,...,m) € N4,V := {t €
NT:t <1}, Vip:={teN':t<1lést £ h+m}, (= \/% >tevi, X¢- Be
fogjuk bizonyitani, hogy ebben az esetben teljestilnek az 5.2.1. tétel feltételei.
(I) 1 = 0, mert V5, = 0.
(IT) Legyen k,1 € N% és h := min{k,1}. Ekkor

Ck  0(Vi)-mérheto,
G o(V1)-mérhetd,

Cn1  0(Vh)-mérhetd, ha Vi1 # 0, kiilonben ¢, 1 = 0,
Chk  0(Vhx)-mérhetd, ha Vi x # 0, kilénben ¢ x =0,
d(Vie, Vi) > m, ha Viy # 0,
dWVi, Vax) > m, ha Vi # 0,
dVhks Vaa) > m, ha Vi # 0 és Vi1 # 0.

fgy a kovetkezd pérok fliggetlenek: Cx és Cn 15 €1 €S Chk; Chk €S Ch1-
(III) A Ljapunov-egyenldtlenség szerint (ldsd példdul Shiryayev (1984)
[67] 191. oldal) (E[¢]*)'/* < (E|¢]H)Y!, ha 0 < s < t. Igy

ES2 < (E[Shim[*T*) 7.
Az 5.2.2. lemma miatt
2
2+6) 2+5
2

ESpim < (cllh+m! = co/h + m)|. (5.3.1)
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Legyen h,1 € N? olyan, hogy max{m,n,} < h < 1. Ekkor m < h és (5.3.1)
miatt

2
1 1 C2
E(G— (1)’ =E(—==5S = _—EBSy m<—|h+m| (532
(G- =B zShim) = 5 ESm < plhml.  (532)
Mivel 1 > n,, igy az (5.2.2) feltétel miatt 1/B; < 1/0|l| teljesiil. Ezért
(5.3.2) alapjan

d
IT(hi +m)
¢z |h+ m| i=1 <9 03M—C4

|h
E(G—C)* <= =c3 <
o 1] ]

I

Emiatt a ¢ és (n,1 valészintliségi valtozok teljesitik az 5.2.1. tétel feltételeit,
melybdl kévetkezik az allitas. O

5.3.2. tétel. (Témacs (2002) [71] Theorem 2.2.) Legyen {Xp,n € N¢}
m-fliggs, 0 varhaté értékii valoszintiségi valtozok sorozata. Tegylik fel, hogy
az (5.2.1) és az (5.2.2) feltételek teljesiilnek valamely 6 > 0 esetén. Ekkor

1
| log n| Z m‘sﬁc(w) = N(0,1) (n—oo) majdnem mindenw € () esetén.
k<

Bizonyités. Legyen d\” := 1/k, k € N, i € {1,...,d}. Az 5.3.1. tétel
feltételei ekkor teljesiilnek, mert 2 < (1 + %)k, igy % < log k—:l, tovabba
> re, 3 = oo. Ekkor di = 1/[k]| és

log 2

d 4 d ni g d
Dn:ZHE:HZENHlogmNHogn] (5.3.3)
k<ni=1 " i=lk;=1"" i=1

(ahol an ~ by, ha limy_ o0 an/bn = 1). Az 5.2.4. tétel miatt puc, = N(0,1)
(n—00). Ezért az 5.2.3. lemmabdl kovetkezik, hogy

Z |k|NCk :>N(O 1).

k<n

k<n [k|

k<n

Most felhaszndlva az 5.3.1. tételt kapjuk, hogy

1
. Z 1] 5Ck(w) = N(0,1) (n—oc) majdnem minden w € 2 esetén.
k<n TK]

Emiatt és (5.3.3) miatt kapjuk az allitast. O
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6. A Rosenthal-egyenl6tlenség kever6 mezokre

Az aszimptotikus tételek bizonyitdsanak hasznos eszkoze a Rosenthal-
egyenl6tlenség. Fliggetlen, centralizalt X, ..., X, valdszinliségi valtozokra
az alakja:

max{(z E|X, \p) (i EXi|2)1/2} < (E‘z:: X, p)l/p <
< K, max { (Z E|X, |p> (zj: E|Xi|2>l/2} .

(Itt feltessziik, hogy p > 2 és E|X;|P < co. A K}, > 0 konstans csak p-t6l
fiigg.)

Utev (1984) [73] keverd sorozatokra, mig Doukhan (1994) [14] keverd
mezdkre kozol Rosenthal-tipusi egyenlOtlenségeket. A bizonyitds f6 1épé-
sei: az egyenlGtlenség igazolasa paros pozitiv kitevokre, azutan az interpo-
laciés lemma segitségével a tobbi kitevére. Azonban Doukhan (1994) [14]
27. oldalon megjegyzi, hogy Utev (1984) [73] interpoldciés lemmajanak bi-
zonyitdsa nem vildgos. (Szamunkra nem volt példdul vildgos Utev (1984)
[73], Lemma 4.1 bizonyitasaban a (4.5) képlet elétti sor.) Doukhan (1994)
[14] Theorem 1 ezért a Rosenthal-egyenlétlenségben csak az ¢ > 0 esetet
targyalja. Mi is ugyanezt tessziik a 6.3.1. tételben. (Megjegyezziik, hogy a
Shklyar (2000) [68] cikkr6l szdlé ismertetés szerint az interpoldciés lemma
e = O-ra is igaz, de ez a cikk szdmunkra nem volt elérhetd.)

A fejezet 6 eredménye az a-kever6 mezékre vonatkozé Rosenthal-egyen-
16tlenség (6.3.1. tétel) részletes bizonyitasa. A bizonyitds f6 1épései: a paros
egész kitevékre vonatkozé Rosenthal-egyenl6tlenség (ez lényegében a 6.3.4.
lemmaban van), valamint az interpoldciés lemma (6.2.3. lemma).

A 6.3.1. tétel mind alakjdban, mind bizonyitdséban Doukhan (1994)
[14] 26. oldal, Theorem 1-nek egy véltozata.

Célunk ezzel az volt, hogy Doukhan fenti tételének vazlatos bizonyité-
saban a szamunkra nem vildgos 1épéseket athidaljuk, és részletes bizonyitast
adjunk a tételre és a hozza vezeté lemmakra. Valéjaban Doukhan bizonyi-
tasdban a h szamu pont lehetséges elhelyezkedéseinek kezelése nem érthetd.
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6.1. Jelolések, definiciok

Legyen (2, F,P) egy valészintiségi mez6. Ebben a fejezetben definialt
valoszintiségi valtozdk legyenek ebben a valdsziniliségi mezében értelmezet-
tek. Legyenek Fi, Fo C F o-algebrak. Az a-keverési egytitthatot a kovetkezd
modon definialjuk:

a(Fy, Fa) = sup{|P(A)P(B) —P(AB)|: A€ Fy,B € F>}.

A kovariancia-egyenlStlenség a-kever6 esetben a kovetkezd (lasd példéul,
Doukhan (1994) [14] 9. oldal.):

lcov(X, V)| < 8" (a(X), o (Y)) I X |1 llg,

ahol r,p,q¢ > 1, %—f—%—i—l:l.

Legyen Z az egész szamok halmaza, d € N rogzitett pozitiv egész szam,
tovabba I C Z¢ nem iires halmaz. Tekintsiik Z%ben a ||.|| maximum normét
és az 4ltala generdlt p tavolsagot, azaz |n| := max{|ni|,...,|nq|}, ahol
n = (ny,...,ng) € 2% tovdbba o(n,m) := |n — m|. Legyen A, B C 24
esetén o(A, B) := inf{o(a,b) : a € A,b € B}. Legyen Y := {¥; : t € I}
valészintiségi valtozok tobbindexes sorozata. Az Y «a-keverési egyiitthatdja
alatt a kovetkezot értjiik:

ay (ryu,v) :=sup{a(Fr,, Fr,) : o(I1,I2) > r, card(l1) < u, card(l3) < v},
ahol I; és Iy nem ftres véges részhalmazai I-nek, F;, = o{Y; : t € I;},

1=1,2.
Legyen T véges részhalmaza I-nek. Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket:

L(pe,T) =Y (B +5)" 9 = 5™ vl

teT teT
L(h,0,T), ha 0 < h <1,
D(h,e,T) :={ L(h,e,T), hal<h<2,

max{L(h,e,T), L"?%(2,¢,T)}, ha2< h.

Legyen s, := card({t € 2% : |[t|| = r} N I) és b, := card({t € Z¢ : |t|| <
r} N 1), tovdbba

uhu

oo
A= 8ul(h —u —1)! 'Z ay (ryu,h — ))E/(Ha)srbf_?.
r=1
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6.2. Segéd eredmények és egy interpolaciéos lemma

6.2.1. lemma. (Fazekas, Kukush és Témaécs (2000) [26] Lemma 1.)
Legyen (M, p) metrikus tér, L C M véges halmaz és r := max{p(J,J) : J C
L,J #0,J # L}. Ekkor létezik A C L (A # 0, A # L) tigy, hogy p(A, A) =
r, tovabba van egy olyan Gsszefliggd graf, melynek élei nem hosszabbak r-nél
és csticspontjai pontosan az A pontjai, masrészt ugyanez igaz A-re is.

Bizonyitas. Legyen s,t € U C L. Azt mondjuk, hogy s r-dsszefiiggd
t-vel U-ban, ha létezik egy olyan Osszefiiggé graf U-ban, melynek s és t
is cstcspontja, tovdbba élei nem hosszabbak r-nél. Legyen S; C L (S #
0, S; # L) olyan, hogy, p(S1,51) = r. Legyen S := S1, tovabba ¢, € Sy,
to € Sy olyanok, hogy p(t1,t2) = 7. Sfl) legyen a t;-vel S;-ben r-6sszefiiggd
pontok halmaza (i = 1,2). Ekkor p({SVUS{MY, {51\ SM)U(S2\S5M) 1) >
r. Az r definicidja miatt igy vagy a masodik részhalmaz iires halmaz, vagy
az elébbi tavolsag r-rel egyenld. Az elsd esetben kész a bizonyitas.

A masodik esetben legyen 5’%1) azon Sp \ S{l)—beli pontok halmaza,
melyek Sél)—gyel r-Osszefiggéek (571 \ S%l)) U Sél)—ben. Az S’él) definicidja
hasonlé. Nyilvan S U SEY £ 0. Vizsgaljuk az (Sy \ Sy U S5 és (S5 \
5’51)) U 5”}1) halmazokat. Ezek tdvolsdga r. Masrészt ezekben a halmazokban
a t1-gyel r-Osszefliggd pontok szama (S7 \ 5’}1)) U S’él)—ben, vagy a to-vel
r-Osszefiiggd pontok szama (Ss \ 5’51)) U S}l)—ben nagyobb, mint a kiinduld
esetben volt. Véges szamu 1épés utan a fenti eljards megszakad, igy kapjuk
a lemmat. O

A kovetkez6 lemma Doukhan (1994) [14] Lemma 2 egy verzidja. Ott
(a + b) > 2 paros egész szam.

6.2.2. lemma. (Fazekas, Kukush és Témacs (2000) [26] Lemma 2.) Ha
60>0,a>2ésb> 2 valos szamok, akkor

D(a,6,T)D(b,6,T) < D(a+b,5,T).

A bizonyitds alapja a Holder-egyenlStlenség:
Legyen X és Y valds értékli valdszintiségi véltozok. Ha p > 1 és ¢ =
p/(p —1), akkor
EIXY [ < [ X][p[[Y[lg- (6.2.1)
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Ha a;,b; e R (i=1,...,n),p>1és ¢=p/(p—1), akkor

n n l/p n 1/(1
> laibi] < (Z yaiyp> (Z ybi|q> : (6.2.2)
=1 =1 =1

A 6.2.2. lemma bizonyitasa. Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket:
L,=L(v,61T),

D, :D(VaévT)a
Xe=YiL,"?, teT,

Ly =Y 1Xell Do

teT
D =L:iVv(L3)Y?, ha v>2,
c=a+b.
Ekkor i)
v\ Y v+
Ly=3 (E vy ) = 1,"L.,
teT
igy azt kapjuk, hogy
Df =L;"L,vL;"?LY? =1;7°D,, ha v>2, (6.2.3)
és
Ly =1. (6.2.4)
(6.2.4) miatt
Df=Liv(Ly)Y?=L:v1, ha v>2. (6.2.5)

Fzt felhasznélva kapjuk, hogy barmely a > 2 és b > 2 esetén
D;D; =L,L,V L,V L;Vl. (6.2.6)
(a) Eloszor tegyiik fel, hogy a > 2. Legyen

_ (c+9d)(a—2) PR (2—1—5)(0—&)‘

c—2 ' c—2
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Ekkor v +v = a + 6, igy (6.2.1) miatt p = (c+0)/u és ¢ = (2+6)/v
valasztassal

E’Xt‘a+5 — E‘Xt’u+v S H‘Xt |HXt

|uH(c+6)/u ‘UH(2+6)/U'

Ebbol kovetkezik, hogy

Ly < 30X 51 Xe 35, (6.2.7)
teT

ahol r = ua/c(a+9) és s = av/2(a + §). Mivel 0 < r < a/c < 1, (6.2.2)
alkalmazhaté p = 1/r és ¢ = 1/(1 — r) véalasztdssal (6.2.7) jobb oldalara,
amibl adédik, hogy L; < (LH)" A", ahol A = 3, [ Xe554 ). Mivel
s/(1—r) > 1, ezért (6.2.4) miatt A < 1,igy L} < (L%)". Emiatt, ha L} > 1,
akkor LY > 1. Ebbél kovetkezéen 0 < r < a/c < 1 miatt

L < (L) < (L})*°<L* ha L:>1. (6.2.8)

C

(a’) Most tegytik fel, hogy a > 2 és b > 2. Ekkor (6.2.8) érvényes marad
b-re is:
L; <(L)Ye <L ha L;>1. (6.2.9)

Ezen két egyenlétlenség alapjan L) L; < L%V 1. Ezért felhasznélva a (6.2.6),
(6.2.8), (6.2.9) és (6.2.5) egyenléségeket és egyenlStlenségeket kapjuk, hogy

D;Dy <(L:V1)VL,VL;=L.vV1=D;].
Igy (6.2.3) miatt kapjuk az allitast.
(b) Most tegyiik fel, hogy a = b = 2. Felhasznélva a (6.2.6), (6.2.4) és
(6.2.5) Osszefiiggéseket az adddik, hogy
DiD3=1<1V L, =Dj.

Igy (6.2.3) miatt kapjuk az &llitast.
(c) Ha a > 2 és b =2 akkor (6.2.4), (6.2.5) és (6.2.8) miatt

D:D3 =D} < D;.
Igy (6.2.3) miatt kapjuk az allitdst.

(d) Végill b > 2 és a = 2 esetén a bizonyitds ugyanaz, mint a (c)
esetben. Ezzel teljes a 6.2.2. lemma bizonyitasa. O
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A kovetkez6 interpolacids lemma Doukhan (1994) [14] Lemma 1 és Utev
(1984) [73] Lemma 4.4 egy verzidja.

Legyen B egy szepardbilis Banach-tér ||.|| norméval, 7; C F (i =
1,...,n) o-algebrdk és F := {Fy,...,Fn}. Legyen n :== {m,...,nn} B-
értéklt 0 varhaté értékil valdsziniliségi valtozok egy halmaza. Ekkor azt
mondjuk, hogy n centralizalt. (Itt 0 a B zérus elemét, mig a véarhatd ér-
ték a Bochner-integralt jelenti.) Azt mondjuk, hogy n (F, B)-adaptdlt, ha
1; Fi;-mérhetd minden ¢ = 1,...,n esetén. Haszndlni fogjuk a kovetkezd
jeloléseket:

n

v v/(v+596)
(v,6,m) =Y (Elln:lI”+°) Z||Uz||y+5,

i=1
M(v,d,n), hal<wv <2
@, 0,m) = {M( 5.m) v MY/2(2,6,1), hav > 2.

6.2.3. lemma. (Fazekas, Kukush és Témaécs (2000) [26] Lemma 3.)
Legyen v > 1, § > 0 és ¢ > 1. Tegyiik fel, hogy tetszéleges centralizalt és
(F, B)-adaptalt n = {m,...,n,} esetén

< cQ(v,0,m). (6.2.10)

Legyenty = 1V (v/2)V(v—9). Ekkor barmely centralizalt és (F, B)-adaptalt
v = {¢1,...,9n} és barmely olyan t esetén, melyre to < t < v, fenndll a
kévetkezé egyenlGtlenség:

n t

Z%‘

i=1

E < 2%71Q(t,6,¢).

(Megjegyezziik, hogy ¢ > 1 kovetkezik a tobbi feltételb6l.) A bizonyi-
tashoz sziikséglink lesz a kovetkezd jol ismert egyenlGtlenségekre:
1. (Cp-egyenlétlenség) Ha z,y € B és p > 1, akkor

lz +ylI” < 227 (lll” + llyllP) . (6.2.11)

ha 0 < p <1, akkor
[z 4+ ylI” < [lz]|” + [[y[|*. (6.2.12)
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2. Legyen X B-értéki valdszintiségi valtozé. Ha p > 1, akkor

BIX]) < BIX|P (6.213)
és
E||X — EX|P < 2PE|| X]|P. (6.2.14)
Ha 0 < p <1, akkor
(EIIX[)” = E[ X (6.2.15)
és
E[| X — EX|? <2(E|X])". (6.2.16)

3. Ha X B-értékii valdszintiségi valtozoé és 0 < g < p, akkor
1X1q < 1 Xlp- (6.2.17)

4. Haa; €R (i=1,...,n) és p>1, akkor

> ail < <Z]ai\> : (6.2.18)

i=1 i=1

A 6.2.3. lemma bizonyitisa. Legyen ¢ = {p1,...,0n} (F,B)-
adaptalt és tg <t < v rogzitett. Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket:

Q= Q(t,6, ),

y=Q",

T, = ol{|l@ill <y}, i=1,...,n,
Y = pil{ll@ill >y}, i=1,...,n,
n =Y, —EY;, i=1,...,n,
n=A{m, -}

v, =T, —ET;, 1=1,...,n,

w:{¢17"'7¢n}7
& == (Imll"" = Bllm[""*) , abol z € B, ||z =1, i=1,....n,
52{517"')577,}'

Ekkor n; + ¢; = ¢; és t > 1, igy (6.2.11) miatt

n n
D¢ D>
=1 =1

t

t t
E <2 E +E (6.2.19)

>
=1
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t/v<1ésv>1,1gy (6.2.12) és (6.2.11) alapjan

n t n t/v\ Y n v
oSSl <e (|3 ) <B(Sma) -
=1 =1 1=1
-F (Z (mell*”” = Bllme 1) + ZEHw/”) <

i=1 i=1

<2 (E + <ZEIImH“”) > :
=1

¢ centralizalt és (F, B)-adaptélt, igy az elébbi egyenlStlenség és (6.2.10)
miatt

=E

<NV 4+ W), (6.2.20)

ahol V = ¢Q(v,6,€) és W = (ZizlEHmHt/”)V. Mivel ¢ is centralizlt,
(F, B)-adaptélt, tovabba v/t > 1, igy haszndlva a (6.2.13) és (6.2.10) egyen-
16tlenségeket azt kapjuk, hogy

t
< x

ahol U = (cQ(v, 6,1))t/". Ekkor (6.2.19), (6.2.20) és (6.2.21) alapjan
n ¢

E Z%‘

i=1

A kovetkezékben U, V és W becslésével foglalkozunk.

(U) Legyen u := v(t + 0)/(tv + td). Ekkor u > 1, tovdbba v + 6 > 1,
ezért (6.2.14) és (6.2.13) miatt

n

>

i=1

v\ t/v
) <, (6.2.21)

<2 4 28Ry g oty (6.2.22)

1/u
Bl [+ < 2T+ < 204 (R et9) "

Ebbdl

n

1/u v/(v+596)
Mgy < Y (240 (mimpes) ) T

i=1

n v/u(v+9)
vy (E|]ﬂ\|“(”+5)> . (6.2.23)
=1
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I{[lill < gl FI=EF) < gul =040 “mert u(v + ) — (t +6) > 0.
Ezért — felhasznalva y definiciéjat —

BT = E (i 1{lpill < gllpe] “¢+D-040)) <
S (v _
< QT (7B ||+,
(Itt kihaszndltuk, hogy 0 < ¥ —1 < 1.) Ez alapjan és (6.2.23) miatt
M(v,8,7) < 2VQV/*"1M(t,6,0) < 2VQV/*. (6.2.24)
(a) Tegytik fel, hogy v < 2. Ekkor (6.2.24) szerint

Qv 6,9) = M(v,6,9) <2"Q"/".
(b) Ha t <2 < v, akkor (6.2.24) szerint

v/2
Ml//2(2’67¢) < (22Q2/t) — 21/@1//1&7

és M(V7 57¢) < QVQI//t. Tehat Q(]j, 5’ q/)) < 2yQy/t.
(¢) Tegyiik fel, hogy 2 < t. Ekkor (6.2.14) és || T3] < ||¢:|| miatt
M(2,0,%) = Z (E|IT; — ETi\\2+5)2/(2+5) -
=1

Z (BT 2+2) > < ah(2,6, ) < 4Q%".

Ez az egyenlStlenség és (6.2.24) implikdlja, hogy Q(v,6,1) < 2¥Q/*.
Az (a), (b) és (c) esetekbél tehdt Q(v, 8,v) < 2¥Q*/* minden ty <t < v
esetén, igy

t/v
Us (CzyQu/t) = c'v2'Q. (6.2.25)
(V) (6.2.14) szerint

v+9
[l =B ’HmHt/V — B[] < 27FB || (6.2.26)

(6.2.26), (6.2.17), (6.2.14) és ||Yi|| < |l¢:|| implikdlja a kovetkezd egyenlét-
lenséget:

n n
M(,6,8) <23 nillisyw <27 Imillfys <
=1 =1
<2 Y BV )e) Y < 21,6, ) < 271Q. (6.2.27)

i=1
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(a) Tegyiik fel, hogy v < 2. Ekkor (6.2.27) miatt
Q(r,6,8) = M(v,6,§) <2"7'Q.
(b) Ha t <2 < v, akkor (6.2.26) és (6.2.14) felhaszndldsdval

n 2/(2+9)
M(2,5,6) <43 (Bl @H0/7) T <
=1

n
< qlHt/v Z (EHYZ.||t(2+5)/V)2/(2+5) .

=1

(6.2.28)

(Felhasznaltuk még, hogy ¢t > v/2.) Mivel t(2+6)/v — (t + 6) < 0, ezért

I{|lgill > y}lgs ||t ETOI/v= (o) < gt (2H0)/v=(1+0),

Igy (6.2.28) alapjdn
M(2,6,¢) <
< 41+t/uQ2((2+6)/u—(t+6)/t)/(2+5) Z ((EH%Ht+5)t/(t+5))2(t+6)/t(2+5) '

i=1
Igy (6.2.18) felhasznalaséval kapjuk, hogy
M(2,6,€) < AMFt/v QA (R+0)/v=(t+0)/1)/2+0) (\f (¢, §, ))2(+H+0/4(2+0) <

< 41“1‘75/1/622/1/'

Ezen egyenlStlenség és (6.2.27) miatt Q(v, 4, &) < 2V Q.
(c) Legyen 2 < t. Mivel (6.2.28) ekkor is érvényes, ezért

M(2,5, 5) < 41—"-15/11Q2/1/—2/t]\4’(2’(57 S0) < 41+t/l/Q2/V—2/tQ2/t _ 41+t/VQ2/V.
Itt felhasznaltuk egyrészt () definicidjat, mésrészt hogy

{ ||| >y} s [T/ (240) < 1 24+8)/v=(240),

Ebbél és (6.2.27)-b8l Q(v, 8, &) < 2/ Q.
Az (a), (b) és (c) pontok miatt tehdt Q(v,d,€) < 2T¢Q minden tg <
t < v esetén, igy
V < e2'tQ. (6.2.29)
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(W) (6.2.15) és (6.2.16) miatt

SRl <3 E|Y; - BV <23 By
=1

i=1 i=1

Masrészt I{[|oi]| > y}l@ill' ™ < y'™", fgy
> Ellmll < 2@V el
i=1 =1

Mivel ¢+ > v, ezért (6.2.17) alkalmazdsdval

n
D Bl < 2QV T M (6, 0) < 2Q.

i=1

Ebbél
W <2Q. (6.2.30)

Végiil (6.2.22), (6.2.25), (6.2.29) és (6.2.30) alapjan kovetkezik, hogy

2t 1 t/y2tQ+2u 1 2y+tQ+2u 12VQ) <624u IQ

Ezzel befejeztiik a 6.2.3. lemma bizonyitasat. O
6.2.4. kovetkezmény. (Fazekas, Kukush és Témacs (2000) [26] Co-
rollary 1.) Legyen v > 1, 6 > 0 és ¢ > 1. Tegyiik fel, hogy (6.2.10) teljesiil

minden ) = {n,...,n,} centralizalt, (F, B)-adaptalt csalddra. Ekkor min-
den centralizalt és (F, B)-adaptdlt ¢ = {¢1,...,¢n}, tovdbbd 1 < t < v

esetén
n
E|> e
i=1

ahol C' = c2W—t+0)v+2t=1)/5 ' pa ¢ > 24,

t

< CQ(t, 6, ),

Bizonyitas. A 6.2.3. lemma alapjan a v kitevot csokkenthetjiik egészen
to =1V (v/2)V (v —§)-ig. Ha most t > 1, ¢ > 26, akkor ez a ¢ ,,elérhets”
t + 0-rél, ... Azaz ilyenkor minden lépésben § csokkentéssel szamolhatunk.
Legfeljebb k& = [VT_t + 1] lépéssel eljutunk v-t6l t-ig. Azaz C < 2%~ 1.
24(v=0)=1.. . 24(r=kd)=1 Epbs] adédik C értéke. O
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6.3. A Rosenthal-tipusi egyenlotlenség

A kovetkez6 tétel Doukhan (1994) [14] Theorem 1 egy verzidja. Megje-
gyezziik, hogy itt a feltételek kissé er6sebbek mint Doukhannal.

Legyen D(l,e,T) és ) 4 6.1. részben definials.

u,h—u

6.3.1. tétel. (Fazekas, Kukush és Témacs (2000) [26] Theorem.) Le-
gyen T az I-nek véges részhalmaza. Legyen | > 1, € > 0, {Y;,t € T} valo-
szintiségi valtozék tobbindexes sorozata, EY; = 0 és E|Y; ' < oo minden
t € T esetén. Legyen h a legkisebb paros egész szam, melyre h > [ teljesiil.
Tegyiik fel, hogy c\*)_, < oo, u = 1,...,h — 1. Ekkor létezik egy K ()

konstans, hogy
1

EZYt

teT

< K(Q)D(Z,E,T). (631)

6.3.2. megjegyzés. (Fazekas, Kukush és Témdcs (2000) [26] Re-
mark 1.) K(,) nem fiigg T-tél, csak a keverési egyiitthatotdl és [-tél. Ha

0 < e < 1/2, akkor az explicit alakja: K,y = H,SQ)CZ, ahol
h—1 h—2
H}(La) =14 Z Cg?‘})b_u + Z ( )H(a)H’Sa)m
u=1 u=2
) = oh—t+e)2hr2-1)/e

Amennyiben [ paros egész szam, akkor C; javithaté C; = 1-re.

[26] Re-
})L < o0

6.3.3. megjegyzés. (Fazekas, Kukush és Témdcs (2000)
mark 2.) A (6.3.1) egyenl6tlenség 0 < I < 1 esetén teljesiil a CSL
feltétel nélkiil is. Ekkor K, = 1.

A fenti tétel bizonyitasa paros [ esetén az aldbbi lemmabdl fog kovet-
kezni, mig a tobbi [-re az interpoldciés lemmat hasznaljuk.

6.3.4. lemma. (Fazekas, Kukush és Témadacs (2000) [26] Lemma 4.)
Legyen T C I véges nem lires halmaz, h € N és € > 0 rogzitettek. Legyen
Y = {Y;,t € T} valdsziniiségi valtozdk tobbindexes sorozata, EY; = 0 és
E|Y;|"¢ < o0, t € T. Legyen

=Y |E(Ye, -+ Yy,

TeTh
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ahol T = (ti,...,t,) € T". Ekkor

Ap(T) < H® D(h,e,T). (6.3.2)

Bizonyitas. A bizonyitds sordn nem tessziik ki az (a) fels6 indexeket.
Be fogjuk latni, hogy barmely h € N esetén

h—1 h—2 h
Ap(T) < (1 + Zcmh_u) L(h,e,T)+ (u) Ay (T)Ap_u(T). (6.3.3)

Itt S"21() =0, hah =1,é Y"22() =0, ha h = 1,2,3. EY; = 0, {gy
A1(T) = 0. Be fogjuk latni, hogy

AQ(T) S (1 + 0171>L(2, g, T) (634)
Tudjuk, hogy
h—1 oo
A1) < S EV+ S S S B, (6.3.5)
teT u=1lr=1 ¢ n

ahol € = (t1,...,t,) € T 1 = (bus1,...,tn) €TV Ve = V4, - V4,

Yy =Yg, Y, tovdbbd 3. 5 szummézés kiterjed minden olyan § =
(t1,...,ty) € T4re és n = (tui1,...,tn) € TP %ra, melyek tavolsiga r,
ahol 7 a {t1,...,ty} nem iires részhalmazainak komplementerpérjai kozotti

tavolsdgok maximuma. Azaz minden szorzatot az indexhalmazok kozotti
maximalis tavolsagok alapjan bontunk két részre. Jegyezzilk meg, hogy
a t; indexek sorrendje is szamit. Haszndlva a kovariancia-egyenl6tlenséget
kapjuk, hogy

[EYeY,| < [EYE[EY; | + 8(y (rou b — ) Vel [ Valls  (63.6)

ahol v = ¢/(h+¢), v = (h+¢)/u, p = (h+¢)/(h — u). A Holder-
egyenlGtlenséget alkalmazva kapjuk, hogy

(h+e)/u

u/(h+e)
IYell, = (B, - Yo )<

((f1om
=1

u

u/(h+e)

1/u u
h+s) _ H HY:%
i=1

e (6.3.7)
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Hanyféleképpen tudjuk kivalasztani a &-hez és az n-hoz tartozd ponto-
kat? Azaz adott u és r esetén hany olyan u és h — u elemii halmazpér van,
amelyek tavolsidga r, és a parok kozott nem tudunk gy elemeket atcsopor-
tositani, hogy az r tdavolsag ndvekedjen?

Legyen s € T rogzitett. Valasszunk so,...,s, € T pontokat gy, hogy
létezzen olyan s,so,...,s, csucspontokbdl all6 Osszefliggd graf, melynek
élei nem hosszabbak r-nél. Ezt maximum (u — 1)10%~1-féleképpen tehetjiik
meg. Ezen csicspontokbdl valasszunk ki egyet. (Jeloljik ezt s*-gal.) Ez u-
féleképpen lehetséges. Valasszunk s, 1 € T pontot gy, hogy o(s*,sy+1) =
r legyen. Ezt maximum s,-féleképpen tehetjiik meg.

Végiil valasszunk s,42,...,8, € T pontokat 1gy, hogy létezzen Ossze-
flige6 graf, melynek élei nem hosszabbak r-nél és csicsai az sy41,...,Sh
pontok. Ezt maximum (h — u — 1)!1b"~%~1_féleképpen tehetjiik meg.

A kivalasztdsok tgy torténjenek, hogy az {s,ss,...,s,} nem iires rész-
halmazainak a komplementerpérjai kozotti tavolsdgok maximuma r legyen,
tovabbd o({s,s2,...,Su},{Sut+1,---,8n}) = r. Ha & = (t1,...,t,), n =
(tut1,...,tn) szerepel az el6bb definidlt > . >, indexei kozott, akkor a
6.2.1. lemma miatt s = t; valasztassal van ilyen kivalasztds. Ugyanis ekkor
van olyan (ig,...,7,) permutacidja a (2,...,h)-nak, hogy az (sa,...,s) 1=
(tiy,...,t;, ) véilasztds az el6z6 feltételeknek eleget tesz. Mindezeket figye-
lembe véve, tovabba felhasznédlva a (6.3.7) egyenlGtlenséget, a szédmtani és
mértani kozép kozotti egyenlétlenséget

ZZ 1Yl 1Y, <
<ZZHM ]mﬁm%h

n =1 i=u+1

ghzz(znn )_

)l/h

<

+Zm

<> s b Pul(h = u— D)1k — D)Y|Yall}y (6.3.8)

seT

Maésrészt rogzitett u esetén

DD D EYEY,| < (Z) Ay(T)Ap—u(T). (6.3.9)

r=1 ¢ 7

(Itt (Z) az u darab és h — u darab elem egymas kozotti sorrendjei miatt
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szerepel.) Figyelembe véve a (6.3.5), (6.3.6), (6.3.9) és a (6.3.8) egyenl6tlen-
ségeket

h—1
A (T Z]EYh|+Z< > T) A1)+ 30 oVl <

teT u=1seT
— h—1
sX_j() T) A u<>+(1+§_jlcu,h U>L<hsT)

melybdl kovetkezik (6.3.3). (A fenti tagok koziil A1(T) =0.) A fenti gondo-
latmenet h = 2 esetén implikdlja a (6.3.4) egyenl6tlenséget. Igy felhasznalva
a 6.2.2. lemmét, (6.3.3) alapjan kovetkezik (6.3.2). O

A 6.3.1. tétel bizonyitasa. Ha h paros pozitiv egész szam, akkor
(z Y) < A4,(T).
teT

Ez és a 6.3.4. lemma alapjan kovetkezik (6.3.1) minden paros [ esetén. Tet-
szOleges [ esetén a 6.2.4. kovetkezményt hasznalhatjuk. O



80

7. (“)sszefoglalés

Az értekezés 2. fejezetében a Kolmogorov és Marcinkiewicz—Zygmund
tipusu nagy szamok erds torvényeit vizsgaljuk tobbindexes sorozatokra. A
Kolmogorov-féle nagy szamok erds torvényét paronként fiiggetlen, dtlagban
gyengén dominalt, tobbindexes valdszintiségi valtozdk sorozatara bizonyi-
tottuk. Petrov 1987-ben megmutatta, hogy a Marcinkiewicz-féle nagy szé-
mok erds torvénye érvényben marad azonos eloszlast, tetszoleges fiigglségi
struktirdval rendelkez6 valdszintiségi valtozdk sorozatara is, ha 0 < r < 1.
Ebben a fejezetben a Marcinkiewicz-féle nagy szamok erds torvényét nem
fliggetlen, atlaghan gyengén domindlt tobbindexes valdszinliségi valtozok
sorozatara lattuk be (0 < r < 1). Ezeken kiviil ugyanezen feltételekkel
Spitzer tételére adtunk bizonyitast.

A nagy szamok erds torvényeinek egyik bizonyitdsi eljardsaban kozvet-
leniil a normalt Gsszegekre vonatkozo maximaélis egyenlétlenségeket haszna-
lunk. Ezek az tgynevezett Hijek—Rényi tipusi maximalis egyenlétlensé-
gek. Fzeket nem konnyt beldtni, de ennek birtokdban a nagy szamok erds
torvényeinek bizonyitasa mar kézenfekvové valik. Fazekas és Klesov 2000-
ben bizonyitottak, hogy az egyiittes 6sszegre vonatkozd bizonyos maximé-
lis egyenlotlenséghdl mar kovetkezik egy Hajek—Rényi tipusi maximadlis
egyenl6tlenség, amibdl pedig a nagy szamok er0s torvénye. Fontos, hogy
ezekben az eredményekben a fiiggbségi szerkezetre vonatkozdlag nincs meg-
kotés. Fazekas és Klesov ezeket az dllitdsokat egyindexes sorozatokra mond-
tak ki. A 3. fejezet célja, hogy ezeket kiterjesszilk tObbindexes esetre. A
fejezet tovabbi részeiben megvizsgaltunk néhany alkalmazdsi lehetéséget is:

— Logaritmikus silyozastu osszegekre vonatkozé nagy szdmok erds tor-
vénye. (Megjegyezziik, hogy ezen tipusu allitdsok a majdnem biztos
kozponti hatareloszlas-tételek bizonyitdasdban jatszanak szerepet.)

— Szuperadditiv momentumu tobbindexes valdsziniliségi véltozdk soroza-
tara vonatkoz6 Marcinkiewicz—Zygmund tipusi nagy szamok eros tor-
vénye.

— Brunk—Prohorov tipusi tételek.

A 4. fejezetben konvergenciasebességgel foglakoztunk a nagy szamok
torvényeiben, Banach-térbeli értékli valdsziniiségi valtozok altalanos széria-
sorozatara. Eredményeink koziil néhdny még valds esetben is 1j allitast je-
lent. A f6 eredményiink altalanositdsa Jain egy tételének, melyet 1975-ben
ko6zolt. Ennek bizonyitasdban az j otlet az volt, hogy amikor felhasznél-
tuk az dgynevezett Hoffmann—Jgrgensen-egyenlGtlenséget, akkor az ebben
szerepl6 két tag felsé becslésére két kiilonbozé fiiggvényt alkalmaztunk. A
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kapott tétel feltételrendszere bonyolultnak tinik, de alkalmas sulyfiiggvé-
nyek valasztdsaval néhany ismert tételt kaphatunk beléle. Az eredményt
specializaltuk bizonyos geometriai tulajdonsagi Banach-terekre is, mellyel
4j bizonyitasait kaptuk néhany Fazekas dltal 1992-ben, illetve Hu, Rosalsky,
Szynal és Volodin altal 1999-ben ko6zolt tételnek.

Az 5. fejezetben majdnem biztos kozponti hatareloszlas-tételekkel fog-
lalkoztunk tobbindexes valésziniiségi valtozok esetén. Ebben a témakorben
Fazekas és Rychlik bizonyitottak be egy altalanos tételt 2002-ben. Ebben
a fejezetben ezt a tételt alkalmazva, egy ilyen jellegli allitast lattunk be,
az ugynevezett m-fiiggd esetben. FEnnek bizonyitdsdhoz még sziikségiink
volt egy m-fiiggd tobbindexes valdsziniiségi valtozdkra vonatkozé kozponti
hatareloszlas-tételre is, melyet Prakasa Rao publikalt 1981-ben.

A 6. fejezetben az tgynevezett Rosenthal-egyenlétlenséget bizonyitot-
tuk be a-keveré mezdkre. A Rosenthal-egyenl6tlenség fontos eszkoz abban,
hogy kimutassuk gyengén fiiggd sztochasztikus folyamatok és mezdk bi-
zonyos becsléseinek konzisztencidjat. Ilyen tipusu egyenlétlenséget elészor
Rosenthal bizonyitott 1970-ben, fiiggetlen valdszintiségi valtozokra. Utev
1984-ben keverd sorozatokra, mig Doukhan 1994-ben keveré mezokre mon-
dott ki hasonlé tételt. Doukhan észrevette, hogy Utevnél az igynevezett in-
terpolaciés lemma bizonyitasaban hiba van. fgy a Rosenthal-egyenlGtlenség
kiterjesztése pozitiv paros egész kitevorol tetszbleges pozitiv kitevore nyitott
kérdés maradt. Masrészt Doukhan bizonyitotta az a- és p-kevero eseteteket.
Azonban Doukhan bizonyitdsa is hidnyos. Ebben a fejezetben Osszegeztiik,
hogy mi az, ami teljesen pontos az el6bb emlitett bizonyitasokban, az ,,ugra-
sokat” pedig sajat meggondoldsainkkal hidaltuk 4t. Részletes bizonyitast ad-
tunk az a-keverd esetre. Az eredmények és bizonyitasok csekély mértékben
térnek csak el Utevétdl és Doukhanétdl, bar itt a feltételek kissé erésebbek,
mint naluk.
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8. Summary

In Chapter 2 of the dissertation we study Kolmogorov and Marcin-
kiewicz—Zygmund type strong laws of large numbers (SLLN’s). Here Kol-
mogorov’s SLLN is proved for pairwise independent weakly mean dominated
random variables with multidimensional indices. Petrov showed in 1987 that
the Marcinkiewicz SLLN holds for identically distributed random variables
with arbitrary dependence structure, if 0 < r < 1. We prove it for non-
independent, weakly mean dominated random fields (0 < r < 1). Moreover
we give a proof of Spitzer’s theorem with similar assumptions.

There is an approach to prove the SLLN which uses directly a maxi-
mal inequality for normed sums. Inequalities of this kind are said to be of
H&jek—Rényi type. They are not easy to obtain, but after the proof of the
SLLN becomes an obvious problem. Fazekas and Klesov showed in 2000 that
a Hajek—Rényi type inequality is a consequence of an appropriate maximal
inequality for cumulative sums and the latter automatically implies the
SLLN for sequences of random variables. In these results it is important that
there are no restrictions on the dependence structure of random variables. In
Chapter 3 we generalize these theorems for random fields. Several examples
of applications are given in this chapter as well:

— An SLLN for logarithmically weighted sums. (We remark that such kind
of SLLN’s can be useful to prove almost sure central limit theorems.)

— A Marcinkiewicz—Zygmund type SLLN for random fields with super-
additive moment structure.

— Brunk—Prohorov type theorems.

In Chapter 4 we study convergence rates in the laws of large numbers
for general arrays of Banach space valued random elements. Some of our
results are new for real variables, too. The main result is a generalization
of a theorem of Jain, wich was published in 1975. The idea of the proof of
the main theorem is the following. When we apply Hoffmann—Jgrgensen’s
inequality, we use two different functions to obtain upper bounds for the
two terms in the inequality. This theorem seems to be difficult, but when we
choose appropriate weight functions we can obtain several known theorems
for general arrays. We specialize our result for Banach spaces with some
geometric property. Then we obtain new proofs for some results of Fazekas
(1992) and Hu, Rosalsky, Szynal and Volodin (1999).

In Chapter 5 we study almost sure central limit theorems for random
fields. In this topic Fazekas and Rychlik proved a general theorem in 2002. In
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this chapter applying this result we prove an almost sure central limit the-
orem in so-called m-dependent case. For this reason we need a central limit
theorem for m-dependent random fields, which was published by Prakasa
Rao in 1981.

In Chapter 6 we give a version of Rosenthal’s inequality for a-mixing
fields. Rosenthal’s inequalities are important tools to prove consistency of
some estimators for weakly dependent random processes and fields. The
first version of such inequalities was proved by Rosenthal in 1970 for in-
dependent random variables. Rosenthal’s inequalities for mixing sequences
were presented by Utev in 1984 and for mixing fields by Doukhan in 1994.
However, Doukhan remarked that the proof of the interpolation lemma of
Utev is “not clear”. So the extension of Rosenthal’s inequality from posi-
tive even integer exponents to arbitrary positive real exponents is an open
problem. On the other hand, Doukhan presented Rosenthal’s inequalities
for a-mixing and for ¢-mixing fields. Unfortunately, there is a gap in the
proof of Doukhan. We want to summarize what is clear in the above men-
tioned proofs. Detailed proofs are given in the a-mixing case. The results
and proofs of this chapter are slight modifications of the ones in Doukhan
and Utev, however assumptions here are stronger than those in Doukhan’s
theorem.
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