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El6szo

Ez a tananyag az egri Eszterhazy Karoly Fé&iskola matematikai statisztika elGadéa-
saibol késziilt, melyet matematika tanarszakos és programtervezd informatikus hall-
gatoknak szanunk.

Az 6sszeallitasnal nem volt cél a matematikai statisztika Osszes fontos aganak
ismertetése, inkabb arra torekedtiink, hogy a taglalt témakorok mindegyikére kellg
id6 jusson az egy féléves kurzus alatt.

A Valoszinidségszamitas cimi fejezet nem keriil ismertetésre a kurzus idején. A
célja azoknak a fontos fogalmaknak az Osszefoglalasa, melyekre sziikségiink lesz a
matematikai statisztika megértéséhez. Ennek atismétlését az Olvasora bizzuk. Ezen
fejezet masik célja, hogy a valoszintiségszamités és a matematikai statisztika szo-
hasznalatat és jeloléseit osszehangoljuk. A jeloléseket kiilon is Osszegytjtottiik.

A sziikséges definiciokon, tételeken és bizonyitéasokon til, elméleti szamitasokat
igényls feladatokat is megoldunk. Ezek gyakorlatilag olyan tételek, amelyeknek a
bizonyitasan érdemes onalléan is gondolkodni, miel6tt a megoldast elolvasnank.

Ehhez a tananyaghoz kapcsolodik Tomaéacs Tibor [17] jegyzete, amely a gyakorlati
orak témaéit dolgozza fel. Itt szamitogéppel megoldhatd gyakorlatokat talalunk. A
statisztikdban szokasos tablazatokat nem mellékeljiik, mert az ezekben taldlhato

értékeket szintén szamitogéppel fogjuk kiszamolni.



Jelolések

Altalanos

f—l

zgg}ro f(l’)
AT

A—l

det A

a pozitiv egész szamok halmaza

a valos szamok halmaza

R-nek énmagaval vett n-szeres Descartes-szorzata
a pozitiv valos szamok halmaza

rendezett elempar vagy nyilt intervallum
kozelitsleg egyenls

az x valds szam egész része

az [ fliggvény inverze

az f fliggvény a-beli jobb oldali hatarértéke

az A matrix transzponéltja

az A matrix inverze

az A matrix determinansa

Valészintliségszamitas

(Q,F,P)
P(4)

E¢

E(¢ [ n)
E([n=y)
D¢, D*¢
cov (&, n)
corr(§,n)
¥

P

r

L4
Bin(r; p)
Exp())

Norm(m; o)

val6szintiségi mezd

az A esemény valosziniisége

& varhato értéke

feltételes varhato érték

feltételes varhato érték

¢ szorésa illetve szorasnégyzete

kovariancia

korrelacios egyiitthato

a standard normélis eloszlas strtségfiiggvénye

a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye

Gamma-fiiggvény

az A esemény indikatorvaltozoja

az r-edrendtd p paraméterd binomialis eloszlasu valészintiségi valto-
z6k halmaza

a A paraméterid exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozok hal-
maza

az m varhato értékd és o szoérast normalis eloszlast valoszintiségi

valtozok halmaza



Normy(m; A)

Gamma(r; \)

Khi(s)

[
—~

V)
~—

F(s1;s9)

az m és A paraméteri d-dimenzios normalis eloszlasi valosziniiségi
valtozok halmaza

az r-edrendid A paraméterti gamma-eloszlastu valoszintiségi valtozok
halmaza

az s szabadsagi foka khi-négyzet eloszlast valdszintiségi valtozok
halmaza

az s szabadsagi foku t-eloszlast valoszintiségi valtozok halmaza

az S1 és sy szabadsagi foku F-eloszlasu valdszintiségi valtozok hal-
maza

Ha ¢ valoszintségi valtozo, és V a &-vel azonos eloszlast valoszini-
ségi valtozok halmaza, akkor ez azt jeloli, hogy F' a V-beli valoszi-

niiségi valtozok kozos eloszlasfiiggvénye. Példaul & ~ Norm(0; 1).

Matematikai statisztika

(Q,F,P)
Ey

3

S, S2
Se s ngn
iy Sy
Ens Sen
&6
Covn(&, 1)
Corr, (&, 1)
©

Py

Ey

Dy, D3
Jo, Fy
I,

In

L,

0

Hy, H,
Py, Pry

statisztikai mezd

tapasztalati eloszlasfiiggvény

a &-re vonatkozo minta atlaga (mintaéatlag)

tapasztalati szoras illetve szorasnégyzet

&-re vonatkozo tapasztalati szorés illetve szorasnégyzet
korrigalt tapasztalati szoras illetve szoréasnégyzet

&-re vonatkozo korrigalt tapasztalati szorés illetve szorédsnégyzet
rendezett minta

tapasztalati kovariancia

tapasztalati korrelacios egytitthato

paramétertér

a v paraméterhez tartozé valoszintiség

a 1 paraméterhez tartozo varhato érték

a ¥ paraméterhez tartozo szoras illetve szorasnégyzet

a ¥ paraméterhez tartozo strtiség- illetve eloszlasfiiggvény
Fisher-féle informaciémennyiség

likelihood fliggvény

loglikelihood fiiggvény

a 1 paraméter becslése

nullhipotézis, ellenhipotézis

Hy illetve H; esetén lehetséges valoszintiségek halmaza



1. Valé6szintiségszamitas

Ennek a fejezetnek a célja, hogy atismételjiik a valosziniliségszamitas azon fogalmait
és jeloléseit, amelyek sziikségesek a matematikai statisztikdhoz. Az itt kimondott
allitasokat és tételeket nem bizonyitjuk, feltételezziik, hogy ezek méar ismertek a

kordbban tanultak alapjan.

1.1. Valészintiségi mez6
1.1.1. Véletlen esemény

Egy véletlen kimeneteld kisérlet matematikai modellezésekor azt tekintjiik esemény-
nek, amelyrél egyértelmiien eldonthets a kisérlet elvégzése utan, hogy bekovetkezett-
e vagy sem. Igy az, hogy egy esemény bekovetkezett, logikai itélet. Ebbdl a logika
¢és a halmazelmélet ismert kapcsolata alapjan az eseményeket halmazokkal model-
lezhetjiik.

Ha egy kisérletben az A és B halmazok eseményeket modelleznek, akkor az AUB
bekovetkezése azt jelenti, hogy A és B koziil legalabb az egyik bekovetkezik. Errél
egyértelmien eldonthets a kisérlet elvégzése utan, hogy bekdvetkezett-e, ezért ez is
eseményt modellez. Masrészt, ha A esemény, akkor az A ellenkezGje is az. Jeloljiik ezt
A-val. Az AUA biztosan bekovetkezik, ezért ezt biztos eseménynek nevezziik és )-val
jeloljiik. Ebbsl lathato, hogy A az A-nak Q-ra vonatkozé komplementere, tovabba
minden esemény az ) egy részhalmaza. Az adott kisérletre vonatkozo események
rendszerét jeloljiikk F-fel, mely tehat az €2 hatvinyhalmazanak egy részhalmaza.

Ahhoz, hogy az eseményeket megfelelGen tudjuk modellezni, nem elég véges sok
esemény uniojarol feltételezni, hogy az is esemény. Megszamlalhatéan végtelen sok
esemény unidjanak is eseménynek kell lennie. Tehat a kovetkezd definiciot mondhat-

juk ki:

1.1. Definicié. Legyen () egy nem iires halmaz és F részhalmaza az ) hatvanyhal-
mazanak. Tegylik fel, hogy teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) Q e F;

(2) Ha A € F, akkor A € F, ahol A =Q\ 4;

(3) Ha A; € F (i € N), akkor |, A; € F.

Ekkor F-fet o-algebranak, elemeit eseményeknek, illetve (2-t biztos eseménynek ne-
vezziikk. A mértékelméletben az (€2, F) rendezett parost mérhetd térnek nevezzik.
Ha A, B € F és A C B, akkor azt mondjuk, hogy B teljesiil az A-n.



1.1.2. Valé6szintiség

A modellalkotas kovetkezs 1épéséhez sziikség van egy tapasztalati torvényre az ese-
ményekkel kapcsolatosan, melyet Jacob Bernoulli (1654-1705) svajci matematikus
publikéilt. Egy dobokockéat dobott fel tobbszor egymasutan. A hatos dobéasok szama-
nak és az Osszes dobasok szamanak aranyat, azaz a hatos dobéas relativ gyakorisdgdt
abrazolta a dobasok szamanak fliggvényében:

0,25

0,2 '\
*
v\
h S N \w

1 ,‘\\
\

Bernoulli azt tapasztalta, hogy a hatos dobas relativ gyakorisaga a dobésok szé-
méanak novelésével egyre kisebb mértékben ingadozik % koriil. Mas véletlen kimenete-
11 kisérlet eseményeire is hasonloé a tapasztalat, azaz a kisérletek szamanak névelésé-
vel a figyelt esemény bekovetkezésének relativ gyakorisaga egyre kisebb mértékben
ingadozik egy konstans koriil. Ezt a konstanst a figyelt esemény wvaldszinidségének
fogjuk nevezni.

A tovabbiakban P(A) jelolje az A esemény bekovetkezésének valoszintiségét.
Ko6nnyen lathato, hogy P(A) > 0 minden esetben, a biztos esemény valoszintisége 1,
illetve egyszerre be nem kovetkezd események unidjanak valészintisége az események
valoszintiségeinek Osszege.

Mindezeket a kiovetkezs definicioban foglaljuk Gssze:

1.2. Definicié. Legyen (2, F) mérhet6 tér és P: R — [0, 00) olyan fiiggvény, melyre
teljestilnek a kovetkezdk:

(1) P©) = 1;

(2) P(U:2, A) =522, P(Ai), ha A; € F paronként diszjunktak.

Ekkor a P fliggvényt valdszintiségnek, a P(A) szamot az A esemény valdsziniségének,
illetve az (2, F, P) rendezett harmast valdsziniségi mezdnek nevezziik. Ha egy A €

€ F esetén P(A) = 1 teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy A majdnem biztosan teljestil.

Ha (2, F, P) valoszintiségi mezs, akkor belathato, hogy P(f)) = 0, igy mértékel-
méleti értelemben a valdszintségi mezd véges mértékteér.
A val6szintiségi mezG tehat egy véletlen kimeneteli kisérletet modellez. De a

matematikai statisztikdban egy ilyen kisérletet tobbszor is el kell végezni egyméastol
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fiiggetleniil. Ezen fiiggetlen kisérleteket egyetlen valoszintiségi mezében le tudjuk irni

az alabbiak szerint.

1.3. Definici6. Legyen az (2, F, P) valoszintiségi mezd,
Q, =Qx---xQ, (n-szeres Descartes-szorzat),

Fn a legsziikebb o-algebra, mely tartalmazza az
{Ax - xA,: A4 eF(i=1,....,n)}

halmazt, tovabba legyen P,: F, — R olyan valészintiség, melyre minden A; €
e F(i=1,...,n) esetén

P,(A, x - x A,) = P(A})---P(A,)

teljestil. (Ilyen valoszintiség a Caratheodory-féle kiterjesztési tétel miatt egyértel-
miien létezik.) Ekkor az (Q,, F,, P,)-t figgetlen kisérletek valdszintségi mezdjének

nevezzik.

Tehat (2, Fn, Py) az (Q, F, P) kisérlet n-szeri fiiggetlen elvégzését modellezi.

1.2. Valoszintiségi valtozo

Egy eseményt a gyakorlatban legtobbszor a kovetkez6képpen szoktunk megadni:
Egy fliggvénnyel az 2 minden eleméhez hozzarendeliink egy valos szamot, majd
megadunk egy I C R intervallumot. Tekintsiik az () azon elemeit, melyekhez ez a
fiiggvény I-beli értéket rendel. Az ilyen elemekbdl all6 halmaz jelentse a vizsgalando
eseményt. Ehhez viszont az kell, hogy ez a halmaz valoban esemény legyen. Az olyan
fiiggvényt, mely minden I intervallumbol eseményt szarmaztat az el6bbi modon,
valosziniségi valtozonak nevezziik.

Bizonyithato, hogy elég csak az [ = (—oo, x) alaki intervallumok esetén feltéte-
lezni, hogy az el6bb megadott halmaz eleme F-nek, ebbdl mar kovetkezik minden

més intervallum esetén is. Osszefoglalva, kimondhatjuk tehat a kovetkezs definiciot:

1.4. Definici6. Legyen (€2, F) mérhets tér és £ : Q@ — R olyan fiiggvény, melyre
teljestil, hogy {w € Q: {(w) < '} € F minden = € R esetén. Ekkor a ¢ fliggvényt

valosziniségi valtozonak nevezziik.

A tovabbiakban az {w € Q : £(w) < x } halmazt a mértékelméletbsl megszokot-
tak szerint Q(§ < z) vagy rovidebben ¢ < x modon fogjuk jelélni. Az ilyen alaka

11



halmazokat & niwchalmazainak is szokas nevezni. Hasonl6 jelolést alkalmazunk ,,<”
helyett més relaciok esetén is. A valoszintségi valtozo ekvivalens a mértékelméletbeli

mérhetd fligguény fogalmaval.

1.3. Eloszlas- és stirtiségfiiggvény

A val6szintiségi valtozo jellemzésére altalanos esetben jol hasznéalhato az tgynevezett

eloszlasfiiggvény:

1.5. Definici6. Legyen (92, F, P) valoszintiségi mezs és £: 2 — R egy valoszintségi

valtozo. Ekkor a £ eloszldsfligguénye
F:R—R, F(x):=P¢<ua).

1.6. Tétel. Legyen F' eqy tetszdleges valdsziniségi vdltozo eloszlasfiigguvénye. Ekkor
teljesiilnek a kovetkezdk:

(a) I monoton névekvd;

(b) F' minden pontban balrdl folytonos;

(c) limy o F(z) = 1;

(d) limg— o F(z) = 0.

1.7. Tétel. Ha egy tetszdleges F: R — R fiigguényre teljesilnek az (a)—(d) tulaj-

donsdagok, akkor létezik olyan valdsziniségi vdltozo, melynek F' az eloszldsfiigguénye.
Ezen két tétel alapjan jogos a kovetkezd elnevezés:

1.8. Definicié. Az F': R — R fliggvényt eloszldsfiigguénynek nevezziik, ha teljesiil-
nek ra az (a)—(d) tulajdonsagok.

1.9. Tétel. Ha F a & wvalosziniiségi valtozo eloszldsfigguénye, akkor teljesiilnek a
kovetkezdk:

(1) P(a < & <b) = F(b) — F(a) minden a,b € R, a < b esetén;

(2) limy—yq10 F(x) = F(a) + P(§ = a) minden a € R esetén;

(3) P(§ = a) = 0 pontosan akkor, ha F' az a € R pontban folytonos.

Ha ¢ diszkrét valdsziniségi vdltozd, azaz ha Re (€ értékkészlete) megszamlalhato,
akkor az el6z6 tétel (2) pontja alapjan a £ eloszlasfiiggvénye egyértelmiien megha-
tarozott a P(§ = k), k € R értékekkel. A k — P(§ = k), k € R¢ hozzarendelést £

eloszldsdnak nevezzik.

12



Az eloszlés elnevezés mas jelentésben is el6fordul: Két tetszéleges (nem feltétleniil
diszkrét) valoszintiségi valtozot azonos eloszldsinak nevezziik, ha az eloszlasfiiggve-

nyeik megegyeznek.

Gyakorlati szempontbol a diszkrét valoszintiségi valtozok mellett az tigynevezett

abszolut folytonos valészintiségi valtozok osztalya is nagyon fontos.

1.10. Definicié. A & valoszintiségi valtozot abszolit folytonosnak nevezziik, ha 1é-

tezik olyan f: R — [0, 00) fiiggvény, melyre

Flz) = / F(8) dt

teljesiil minden x € R esetén, ahol F' a £ eloszlasfiiggvénye. Ekkor f-fet a & sird-

ségfigguényének nevezziik.

1.11. Tétel. Ha a £ abszolit folytonos valdsziniségi vdltozo eloszldsfiigguénye F €és
suriségfiggvénye f, akkor F folytonos (kévetkezésképpen P(§ = x) =0, Yz € R) és
Lebesque-mérték szerint majdnem mindeniitt differencidlhato — nevezetesen, ahol f

folytonos —, tovdbbd a differencidlhato pontokban F'(x) = f(x).

1.12. Tétel. Ha a & abszolit folytonos wvaldsziniségi vdltozo siriségfigguénye f,
akkor
(1) Pla<&<b) = fab f(x)dx minden a,b € R, a < b esetén;
(2) [Z f(z)dz =1.
1.13. Tétel. Ha f: R — [0,00) és ffooo f(z)dz = 1, akkor van olyan abszolit
folytonos valoszintségi vdltozo, melynek f a stridségfiggvénye.

Ezen két tétel alapjan jogos a kovetkezd elnevezés:

1.14. Definicié. Az f: R — [0,00) fliggvényt sdrdségfigguénynek nevezzik, ha
ffooo f(x)dz = 1.

1.4. Varhatoé érték, szorasnégyzet
A valoszintségi valtozok fontos paramétere a valosziniiség szerinti integralja.

1.15. Definici6. Legyen (92, F, P) valoszintiségi mezs és £ : Q — R egy valoszintségi
valtoz6. Ha az [£dP integral létezik akkor azt E¢ modon jeldljik, és & vdrhato
értékének nevezziik. Ha ez az integral nem létezik, akkor azt mondjuk, hogy &-nek

nem létezik varhato értéke.
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Ha két valoszintiségi valtozo eloszldsa megegyezik, és valamelyiknek létezik a
varhato értéke, akkor a masiknak is létezik, tovabba a két varhato érték megegyezik.
Tehat a varhato érték valojaban az eloszlasfiiggvénytsl fligg.

A varhato érték el6bbi értelmezése szerint lehet +oo illetve —oo is. Ha a valoszi-
niiségszamitast mértékelméleti alapok nélkiil targyaljak, akkor altalaban feltételezik
a varhato érték végességét, és csak diszkrét illetve abszolut folytonos eseteket tar-

gyaljak. A kovetkezs tétel ravilagit a varhato érték gyakorlati jelentGségére.

1.16. Tétel. Ha a £ valdszindségi vdltozo értékkészlete { xq,...,x, }, akkor EE =
=D i i P(§ =)

Tehét a varhato érték a & lehetséges értékeinek az eloszlas szerinti silyozott at-
lagat jelenti. A késGbbiekben téargyalt Kolmogorov-féle nagy szamok erds torvénye
mutatja, hogy bizonyos feltételekkel egy kisérletsorozatban egy & valdszintiségi val-

tozo értékeinek szamtani kozepe varhatoan (pontosabban 1 valoszintséggel) E £-hez

konvergal.

1.17. Tétel. Legyen {z; € R :i € N} a & valdsziniségi viltozo értékkészlete. -nek

pontosan akkor véges a vdrhato értéke, ha

o0

D la| P(€ = 2:) < o0,

i=1
tovabbd ekkor

=1

1.18. Tétel. Legyen & abszolit folytonos valosziniségi vdltozo, melynek f a siri-

ségfiigguénye. A £-nek pontosan akkor véges a vdrhato értéke, ha

| eliwa <o,

tovabbd ekkor

1.19. Tétel. Ha &-nek létezik vdrhato értéke és & = n majdnem biztosan teljestil,

akkor n-nak is létezik a vdrhato értéke, tovdabba megegyezik a & vdrhato értékével.

1.20. Tétel. Ha & és n véges vdarhato értékkel rendelkezd valoszintségi vdltozok,
akkor a& +bn (a,b € R) is az, tovdbbd

E(a€+bn) =aE+DEn.
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1.21. Tétel (Jensen-egyenl6tlenség). Ha I C R nyilt intervallum, £: Q — I olyan
valdszindségi vdltozo, melyre E|£] < oo teljesiil, tovabbd g: I — R Borel-mérhetd

konvex fliggvény, akkor

9(E&) < Eg(&).

A valészintiségi valtozo értékeinek ingadozasiat az atlag — pontosabban a varhato
érték — kortil, az tgynevezett szorasnégyzettel jellemezziik, amely nem mas, mint az

atlagtol valo négyzetes eltérés atlaga.

1.22. Definicio. A £ valoszintiségi valtozo szdrdsnégyzete illetve szordsa

D*¢:=E(-E¢)? DE&=EE-E{>

feltéve, hogy ezek a varhato értékek léteznek.

1.23. Tétel. Ha &-nek létezik a szorasnégyzete, akkor
(1) D¢ =E& — E*¢;
(2) D(a& +b) = |a| D&, ahol a,b € R.

1.5. Valészintiségi vektorvaltozok

1.24. Definicié. Legyenek &,...,&; tetszbleges valoszintségi valtozok. Ekkor a
(&1,...,&q) rendezett elem d-est (d-dimenzids) valdsziniségi vektorvaltozonak ne-
vezziik.

1.25. Definicio. A £ := (&, ..., &) valoszintségi vektorvaltozo eloszlasfiigguénye

F:R* =R, F(ay,...,2q9) =P <m1,...,6 < 24).

€ abszolit folytonos, ha létezik olyan f: R? — [0, 00) fiiggvény, melyre

1 x4
F(xy,...,2q) = /---/f(tl,...,td)dtl---dtd

teljesiil minden x4, . . ., z4 € R esetén. Ekkor f-fet a & sdriségfiigguvényének nevezziik.
1.26. Tétel. Ha a & := (&,...,&4) abszolit folytonos valdszindségi vektorvdltozo
stiriségfiigguénye f, és g: R4 — R Borel-mérhetd fiigguény, akkor
Eg(gla s 7£d) = /9(171, s 7:Ed)f($17 SR 7xd)d$1 e d[L‘d
R4
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olyan értelemben, hogy a két oldal eqyszerre létezik vagy nem létezik, és ha létezik,

akkor egyenldek.

1.6. Feltételes varhato érték

A feltételes varhato értéket az egyszertiség kedvéért csak két specialis esetben defi-

nialjuk. Az altalanos definiciot lasd példaul Mogyorodi J., Somogyi A. [11].

1.27. Definicié. Legyenek az 1, &y, . . ., & diszkrét valoszintiségi valtozok értékkész-

letei rendre R, Re,, ..., Re,, tegyiik fel, hogy En véges, tovabba legyen

Pl =y & = a1, ... & =
g: Rey X+ X Re, = R, g(an, ... ,m) = Y wi =ys&=21,.... & =2x)

P(§1 :$1>-~,5k=xk)

yiERn
Ekkor a g(&1, ..., &) valoszintiségi valtozot n-nak (&q,. .., & )-ra vonatkozo feltételes
vdrhato értékének nevezzik, és E(n | &,...,&) modon jeloljik. A g(z1,...,xx)

(x; € Re,, i =1,...,k) értéket E(n | & = 21, ..., & = x) modon jeloljik.

1.28. Definici6. Legyen az (1,5, ...,&) abszolut folytonos valosziniiségi vektor-
valtozo strtiségfiiggvénye f, a (&1,...,¢&;) strtségfiiggvénye h, tegyiik fel, hogy En

véges, tovabba legyen

T fly,z1, ..., xx)
- RF 5 R, e Tg) = AR L TN T
g g1, wp) / T
Ekkor a g(&1, ..., &) valoszintségi valtozot n-nak (&q,. .., & )-ra vonatkozo feltételes
vdrhato értékének nevezzik, és E(n | &,...,&) modon jeldljik. A g(z1,...,xx)

(x; € Re,, i=1,...,k) értéket E(n | & = 21, ..., & = x) modon jeloljiik.

A feltételes varhato értékre teljesiilnek a kovetkezdk:

E(@+bn|&,....&) =aB(E | &,...,&) +bEM | &, ..., &) majdnem biztosan,

minden a,b € R esetén,;
E(E(n | &y &) | &, - ,£k) =En|&,...,&) majdnem biztosan;
B(En | &, &) = EB( | &, .., &) majdnem biztosan.

1.7. Fiiggetlen valo6szintiségi valtozok

Az A és B események fliggetlenek, ha P(ANB) = P(A) P(B). Valoszintiségi valtozok

fiiggetlenségét nivohalmazaik fliggetlenségével definiéljuk.
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1.29. Definicié. A &, ... &, valoszintségi valtozokat fiiggetleneknek nevezziik, ha

n

P& <x1,...,6 <) :HP(fk < xy)

k=1

minden zq,...,7, € R esetén teljesiil. A &, ... &, valoszintiségi valtozok pdronként
fiiggetlenek, ha koziiliik barmely kett6 fiiggetlen. Végtelen sok valdszintiségi valtozot

fiiggetleneknek nevezziik, ha barmely véges részrendszere fiiggetlen.

Sziikségiink lesz a valoszintiségi vektorvaltozok fliggetlenségének fogalmara is.

Ehhez bevezetiink egy jelolést. Legyen £ = (&1,. .., &) egy valoszintiségi vektorval-

toz6 és x = (x1,...,24) € RL Ekkor a £ < z esemény alatt azt értjiik, hogy a
& < xp események minden k£ = 1,...,d esetén teljesiilnek.

1.30. Definicié. A (i, ..., (, d-dimenziés valoszintiségi vektorvaltozokat fiiggetle-
neknek nevezziik, ha minden 1, ..., z, € R? esetén

n

P(Gi <1,...,G < zn) ZHP(Ck < Tp)

k=1

teljesiil. A (1, ..., (4 valoszintségi vektorvaltozok paronként fiiggetlenek, ha koziiliik
barmely ketts fiiggetlen. Végtelen sok valoszintiségi vektorvaltozot fiiggetleneknek

nevezziik, ha barmely véges részrendszere fiiggetlen.

1.31. Tétel. A &, ... &, diszkrét valoszinidségi vdltozok pontosan akkor fiiggetlenek,
ha

n

P& =21, &y =x0) = [ [ P(& = a1)

k=1

teljesil minden x1 € Re,, ..., 2, € Rg, esetén.

1.32. Tétel. Legyen (&1,...,&,) abszolit folytonos valdsziniségi vektorvdltozo. A

&1, ..., &, valoszindiségi vdltozok pontosan akkor fliggetlenek, ha

fan,. . an) = [ fulan)
k=1
teljesil minden x4, ...,x, € R esetén, ahol fy a & sidriségfigguénye, tovdbbd f a
(&1, ..., &) striségfigguénye.

1.33. Tétel (Konvolucid). Ha & és n figgetlen abszoliut folytonos valdsziniségi vdl-

tozok f illetve g strdségfiigguénnyel, akkor & 4+ n is abszolit folytonos, tovdbbd a
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striségfiggvénye x € R helyen
ha) = [ F(0g(e~ o).

1.34. Tétel. Ha & ésn fiiggetlen abszolit folytonos valdszintségi viltozok f illetve g

striségfiggvénnyel, akkor &n is abszolit folytonos, tovdbbd a striségfiigguénye x € R

helyen .
a) = [ a1 (5) e

1.35. Tétel. Ha & ésn fiiggetlen abszolit folytonos valdszintségi viltozok f illetve g
striségfiggvénnyel, akkor % 1s abszolit folytonos, tovabbd a siriségfiggvénye x € R

helyen

) = [ Itlg(0)fat)

1.8. Kovariancia és korrelacios egyiitthato

1.36. Definicio. A £ és 7 valoszintiségi valtozok kovariancidja

cov(é,n) == E((£ —E&(n—En)),

feltéve, hogy ezek a varhato értékek léteznek.

Koénnyen belathato, hogy cov(¢,n) = E{n — E{En.
1.37. Tétel. Ha a & ésn fiiggetlen valdsziniségr vdltozoknak létezik a varhato érté-
keik, akkor létezik a kovariancidjuk is és cov(&,nm) =0, azaz EEn = E{En.
1.38. Definicio. A &, ..., &, valoszintségi valtozokat korreldlatlanoknak nevezzik,
ha cov(§;,&;) =0 minden 4,5 € {1,...,n}, i # j esetén.

1.39. Tétel. Ha a &y, ..., &, valdsziniségi valtozok esetén létezik cov(;, &;) minden

i,j €{1,...,n} esetén, akkor )y . | &-nek létezik a szdrdsnégyzete, tovdbbd
n n n—1 n
d (Z&) =2 DMGH2) ) cov(ns)
i=1 i=1 i=1 j=i+1

1.40. Tétel. Ha a &, ... &, pdronként fiiggetlen valoszinidségi valtozoknak léteznek

a szordsnégyzeteik, akkor a > | & valdsziniségi vdltozonak is van szérdsnégyzete,
17 2 M2 n _ n 2
tovdbbd D (3272, &) = 312, D™ &
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1.41. Definici6. Ha £ és 1 pozitiv szorasu valoszintiségi valtozok, akkor a korreldcios

eqytitthatojuk
cov(§, 1)
co = ="
1.42. Tétel. Legyen & pozitiv szordsu valosziniségi vdltozo, tovdabba n = a& + b,

ahol a,b € R, a # 0. Ekkor létezik & és n korreldcids egyiitthatdja, és

1, haa>0,

corr(§,m) =
-1, haa<0.

1.43. Tétel. Ha |corr(&,n)| = 1, akkor léteznek olyan a,b € R, a # 0 konstansok,
melyekre P(n = a& +b) = 1 teljestil.

1.9. Nevezetes eloszlasok

1.9.1. Diszkrét egyenletes eloszlas

1.44. Definici6. Legyen {x1,...,x, } a £ valosziniiségi valtozo értékkészlete és
1
Pl=x)=- (=1,...,7)
r
Ekkor &-t diszkrét egyenletes eloszlasunak nevezziik az { zy,...,x, } halmazon.

1.45. Tétel. B¢ = 157 2, 6s D¢ =157 22— (137 &))"

T

1.9.2. Karakterisztikus eloszlas

1.46. Definicio. Az A esemény indikdtorvdltozojanak az

1, hawe A,
0, haw¢ A,

[4: Q2= R, I4(w):=

valoszintiségi valtozot nevezziik, tovabba az 14-t P(A) paraméterd karakterisztikus

eloszlasunak nevezzik.

1.47. Tétel. EI, = P(A) és D*14 = P(A)(1 — P(A)).
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1.9.3. Binomialis eloszlas

1.48. Definicié. Legyen {0,1,...,r} a £ valoszintiségi valtozo értékkészlete és p €
€ (0,1). Ha minden k € {0,1,...,7} esetén

Pe= = () ) -pr

akkor -t r-edrendi p paraméterd binomidlis eloszldsu valoszintiségi valtozonak ne-

vezzik. Az ilyen eloszlasu valoszintségi valtozok halmazat Bin(r; p) modon jeloljik.

0,2 q
0,18 -
0,16
0,14
0,12
01 4
0,08 -
0,06
0,04 -
0,02
o A
01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1.1. &bra. r = 20 rendd p = 0,5 paramétert bino-
mialis eloszlas vonaldiagramja

Egy tetszleges A esemény gyakorisaga r kisérlet utan r-edrendd P(A) paramé-
terti binomialis eloszlast valdszintiségi valtozo.

Az r = 1 rendd p paraméterdi binomiélis eloszlas megegyezik a p paraméteri
karakterisztikus eloszlassal, vagyis a p paraméterti karakterisztikus eloszlasu valoszi-
niiségi valtozok halmaza Bin(1;p).

Masrészt r darab fiiggetlen p paraméterd karakterisztikus eloszlasu valoszintiségi

valtozo Osszege r-edrendd p paraméterd binomidlis eloszlasu.

1.49. Tétel. ¢ € Bin(r;p) esetén E€ = rp és D*& = rp(1 — p).

1.9.4. Poisson-eloszlas
1.50. Definici6. Legyen {0,1,2,...} a { valoszintségi valtozo értékkészlete, A € R,
és

)\k —\
P(E=k) = Zre ™ (k=0,12...).

Ekkor &-t X paramétert Poisson-eloszldsi valoszintiségi valtozonak nevezziik.
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0,25 q

0,2 4

0,15 A

01 4

0,05 5

a 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11
1.2. 4bra. A\ = 3 paramétert Poisson-eloszlas vonal-

diagramja

1.51. Tétel. Ha & eqgy N € R, paraméterid Poisson-eloszldsu valdosziniségi vdltozo,
akkor E€ =D?*¢ = \.

1.9.5. Egyenletes eloszlas
1.52. Definicid. Legyen ¢ abszolut folytonos valdszintiségi valtozo, a,b € R és

a < b. Ha & stirtiségfiiggvénye

b%, haa <x <0,
fTR=>R, f(x)= @

0 egyébként,

akkor &-t egyenletes eloszldsinak nevezziik az |a,b] intervallumon.

1.53. Tétel. Ha & egyenletes eloszldsi az [a, b] intervallumon, akkor az eloszldsfiigg-
vénye
0, ha x < a,
F:R—=>R, F(z)=<22 hega<z<b,
1, ha x > b,

tovdbbd E & = “TH’ ésDE = %

1.9.6. Exponencialis eloszlas
1.54. Definicié. Legyen £ abszolit folytonos valészintiségi valtozo, és A € R, . Ha

¢ strtiségfiiggvénye

0, ha x <0,

[TR=>R, f(z)=
Ae ™ haz >0,
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akkor &-t A\ paramétertd exponencidlis eloszldsiu valoszintiségi valtozonak nevezziik.

Az ilyen valoszintiségi valtozok halmazat Exp(\) modon jeloljik.

09
0,8
0,7
0,6
0,5
0.4 A
0,3
0,2 A
0,1

a T T T T T 1
a 0,5 1 15 z 25 3

1.3. dbra. A = 1 paraméterti exponencialis eloszlast
valoszintiségi valtozo stirtségfiiggvénye

1.55. Tétel. £ € Exp()) esetén EE =D& = 1, tovdbbd & eloszlasfiigguénye

0, ha x <0,

F:R—-R, F(z)=
1—e ., haxz>0.

05
08 o
0,7 4
06 -
0,5
04 4
0,3
0,2
01 A

0 05 1 15 2 25 3

1.4. bra. A = 1 paramétert exponencialis eloszlasi
valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

1.56. Definici6. A £ valoszintiségi valtozot orokifju tulajdonsagunak nevezziik, ha
P >z+y) =P >2)P( > y) minden z,y € R, esetén.

1.57. Tétel. Egy abszolit folytonos valdsziniségi vdltozo pontosan akkor orékifji

tulajdonsdgi, ha exponencidlis eloszldsu.
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1.9.7. Gamma-eloszlas

A kovetkezSkben sziikségiink lesz az tgynevezett gamma-fiigguényre:
'R, =R, I'(z):= /“x_le_u du.
0

I'(3) = /7 illetve ha n € N, akkor I'(n) = (n — 1)!.

50 -
45
40
35 -
30 -
25 -
20 -

15
10 4
5 -

a 1 2 3 4 5

1.5. 4bra. A gamma-fiiggvény grafikonja

1.58. Definicid. Legyen r, A € R, és a £ valoszintségi valtozo strtiségfiiggvénye

0, ha x <0,
fTR=R, f(z):=

ANzr—l gz
W@ s ha x> 0.

Ekkor &-t r-edrendd A paraméteri gamma-eloszldsinak nevezziik. Az ilyen valdszi-

niiségi valtozok halmazat Gamma(r; A) modon jeloljik.
A definici6 kovetkezménye, hogy Exp(\) = Gamma(1; \).
1.59. Tétel. £ € Gamma(r;\) esetén E¢ =1 és D?* ¢ = &

A AZ°

1.60. Tétel. Har € N és&y, ..., & azonos A > 0 paraméterd exponencidlis eloszldsi

fiiggetlen valdsziniségi vdltozok, akkor
&+ +& € Gamma(r; \).

1.61. Lemma. Har > 1 és £ € Gammal(r; 1) eloszldsfiggvénye F,., akkor 0,5 <
< F.(r) <0,7.
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04 A

0,35 o

03 A

0,25 -

0,2

0,15

01 4

0,05

a 1 2 3 4 5 5] 7

1.6. abra. » = 2 rendti A = 1 paraméterti gamma-
eloszlasa valdszintiségi valtozo strtségfiiggvénye

095 4
08 -
0,7 1
06 4
0,5 4
04 4
03 4
0,2 4
01 4

o 1 z 3 4 3 6 7

1.7. abra. r = 2 rendti A\ = 1 paraméterti gamma-
eloszlasu valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

1.9.8. Normalis eloszlas

1.62. Definici6. A ¢ abszolit folytonos valdszintiségi valtozot standard normdlis

s s

eloszldasunak nevezziik, ha a strtségfiiggvénye

1 o2
e:R—=R, ¢(z):= \/%6_7.

A standard normalis eloszlasu valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét d-vel je-

16ljiik, mely a strtségfiiggvény definicidja szerint

o:R—>R, Pz /_2dt
\/_

A

®-re nincs zart formula, kozelits értékeinek kiszamitasara példaul a Taylor-sora hasz-

2k+1
() = Z 2k+1 v

nalhato:
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1.8. abra. Standard normaélis eloszlast valészintiségi
valtozo strtiségfliiggvénye

w

-3 -2 -1 a 1 2

1.9. abra. Standard normaélis eloszlast valészintiségi
valtozo eloszlasfliggvénye

Megemlitjiik még a ®(x) egy egyszeri kozelits formulajat. Johnson és Kotz 1970-
ben bizonyitotték (lasd [6]), hogy az
1—0,5(1 + ax + ba® + ca® + dz*)~*
kifejezéssel x > 0 esetén 2,5 - 10~4-nél kisebb hibaval kozelithets ®(x), ahol

a = 0,196854, b = 0,115194, ¢ = 0,000344, d = 0,019527.

Mivel ¢ péros fiiggvény, ezért minden = € R esetén &(—z) = 1 — &(x).
1.63. Tétel. Ha & standard normadlis eloszldsi valosziniségi valtozo, akkor E€ =0
esDE=1.

1.64. Definicié. Legyen n standard normalis eloszlasu valoszintiségi valtozo, m € R
és 0 € R,. Ekkor a on + m valoszintiségi valtozot m és o paraméterd normdlis el-
oszldsunak nevezziik. Az ilyen valoszintségi valtozok halmazat Norm(m; o) modon

jelsljiik.
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Definicié alapjan a standard normalis eloszlast valészintiségi valtozok halmaza
Norm(0; 1).

1.65. Tétel. £ € Norm(m; o) esetén EE = m, D& = o, tovabbd & eloszlasfiggvénye

g

F:R-R, F(x):cb(x_m),

illetve striségfigguénye

g

1 r—m
FRSR S =10 (TR,
1.66. Tétel. Ha &y, ..., &, figgetlen, normalis eloszldsi valdsziniiségi valtozok, akkor
&1+ -+ &, is normdlis eloszldsi.

1.67. Tétel. Ha &, ..., &, normdlis eloszldsiu valosziniségi vdltozok és minden i, j €
e{l,....,n}, i#j esetén cov(&;,&;) =0, akkor &y, ..., &, figgetlenek.

1.68. Definicio. A £ valoszintiségi valtozo eloszlasanak ferdesége illetve lapultsdga

feltéve, hogy ezek a kifejezések léteznek.

1.69. Tétel. Ha & normdlis eloszlasu valosziniiségi vdltozo, akkor az eloszldsanak

ferdesége és lapultsdga is 0.

Ha ¢ € Bin(n;p), akkor \/% kozelitSleg standard normaélis eloszlastu (lasd

Moivre-Laplace-tétel). A kozelités akkor tekinthetd megfelelGen pontosnak, ha
min{ np,n(l —p) } > 10.

1.9.9. Tobbdimenzidés normalis eloszlas

1.70. Definicié. Legyenek ny,...,ny fliggetlen standard normalis eloszlasa valo-
szintiségi valtozok. Ekkor az (m,...,nq) valoszintiségi vektorvaltozot d-dimenzids

standard normdlis eloszldsunak nevezzik.

1.71. Definici6é. Ha n = (1, ...,n4) d-dimenziés standard normaélis eloszlast valo-
szintiségi vektorvaltozo, A egy d x d tipust valés matrix és m = (my,...,my) € RY,
akkor a

E:=nA+m
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valoszintiségi vektorvaltozot d-dimenzids normdlis eloszldsunak nevezziik. A &-vel
azonos eloszlasu valoszintségi vektorvaltozok halmazat Norm,(m; A) modon jeldl-

juk.
1.72. Tétel. Ha & = (&1, ...,&1) € Normgy(m; A), akkor

m=(E&,...,E&),

D:=ATA = (cov(&, &)

dxd’
tovabba ha det D # 0, akkor & striségfiigguénye
1

V/ (2m)ddet D exp (=

1.73. Tétel. Legyen (&1,...,&s) € Normy(m; A). Ekkor &, ... &, pontosan akkor
korreldlatlanok, ha fiiggetlenek.

RS R, f(z)= Hz—m)D (z—m)T").

1.74. Tétel. Ha (&,...,&) € Normy(m; A), akkor létezik as,...,aq € R, hogy
E(i | 20000 8a) = ada + -+ + aaa.

1.9.10. Khi-négyzet eloszlas

1.75. Definicié. Legyenek &1, ..., &, fliggetlen standard normélis eloszlasu valoszi-
nifségi valtozok. Ekkor a &% + - - + &2 valoszintségi valtozot s szabadsdgi foku khi-
négyzet eloszldsunak nevezziik. Az ilyen eloszlast valoszintségi valtozok halmazat
Khi(s) modon jeloljiik.

1.76. Tétel. Ha ¢ € Khi(s;) ésn € Khi(sy) figgetlenek, akkor
¢+ n € Khi(s; + s9).

1.77. Tétel. Khi(s) = Gamma (%, %), azaz & € Khi(s) striségfigguénye

0, ha x <0,

S S
2722271

"R—>R =
d - R @) m(3) e"2, hax>0.

1.78. Kévetkezmény. ¢ € Khi(s) esetén E€ = s és D* € = 2s.

1.79. Tétel. Legyen Ay, ..., A, egy teljes eseményrendszer (azaz unidjuk a biztos

esemény és paronként diszjunktak). Jelolje o; az A; esemény gyakorisagdt n kisérlet
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utdn. Tegyiik fel, hogy p; := P(A;) > 0 minden i € {1,...,r} esetén. Ekkor
r 2
2 (0i — np;)
=)
eloszldisa r — 1 szabadsdgr foku khi-négyzet eloszldshoz konvergdl n — oo esetén.

A bizonyitas a karakterisztikus fliggvények elméletén és linearis algebran alapul
(lasd példaul Fazekas I. [2, 161-162. oldal|). A gyakorlatban a tétel azt jelenti, hogy
F ~ Khi(r — 1) jeloléssel

P(x? < ) ~ F(x).

A kozelités mar jonak tekinthets, ha min{ o, ..., 0, } > 10.

1.80. Lemma. Ha a £ € Khi(s) valdsziniségi vdltozo eloszldsfiggvénye Fy, akkor
0,5 < Fy(s) <0,7.

1.9.11. t-eloszlas

1.81. Definicié. Ha ¢ € Norm(0;1) és n € Khi(s) fiiggetlenek, akkor a 5\/%
valészintiségi valtozot s szabadsagi foki t-eloszldsiunak nevezziik. Az ilyen eloszlasu

valoszintségi valtozok halmazat t(s) modon jeloljiik.

-3 -2 -1 a 1 2 3

1.10. abra. s = 10 szabadsagi foku t-eloszlast va-
16szintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

A t-eloszlas William Sealy Gosset (1876-1937) nevéhez kothetd, aki Student alnéven

publikélt. Ezért a t-eloszlas Student-eloszlas néven is ismert.

1.82. Tétel. Ha & € t(s), akkor a sdriségfiggvénye

fTR=>R,  f(x)=

SCONN
VD (3) (1+2) T
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1.11. abra. s = 10 szabadsagi foku t-eloszlast va-
16szintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

1.83. Ko6vetkezmény. f(—z) = f(x) és F(—x) =1 — F(x) minden x € R esetén,
ahol f illetve F a & € t(s) siriség- illetve eloszldsfigguénye.

1.84. Tétel. Ha & € t(s), akkor s > 2 esetén E& = 0, illetve s > 3 esetén D* € =

= %5. Ezektdl eltérd esetekben nem létezik § vdrhato értéke illetve szdrdsa.

1.85. Tétel. Ha & € t(s) minden s € N esetén, akkor lim P(§, < z) = ®(x)

5—00
minden x € R-re, azaz a t-eloszlds konvergdl a standard normdlis eloszldshoz, ha a

szabadsdgr fok tart co-be.

Gyakorlatilag s > 50 esetén a & € t(s) eloszlasfiiggvénye és & kozott elhanya-
golhatoan kicsi a kiilonbség.
1.9.12. Cauchy-eloszlas
1.86. Definici6. Egy valoszintségi valtozot Cauchy-eloszlasinak neveziink, ha a

strtségfiiggvénye
1

fZ]R—)R, f(l') = m

1.87. Tétel. Cauchy-eloszldsu valdsziniségi vdltozo eloszldsfiigguénye
1 1
F:R—R, F(r)=—arctge+ —.
s 2
1.88. Tétel. A Cauchy-eloszlds megegyezik az 1 szabadsdgi foki t-eloszldssal.

1.89. Kovetkezmény. Cauchy-eloszldsu valdsziniséqgi vdltozonak nem létezik vdr-

hato értéke illetve szordsa.

29



1.9.13. F-eloszlas

1.90. Definici6. Ha & € Khi(s;) és & € Khi(ss) fiiggetlenek, akkor az 82? valoszi-

5182
niiségi valtozot s; €s sy szabadsdgi foki F-eloszldsunak nevezziik. Az ilyen eloszlasu

valoszintségi valtozok halmazat F(s1;sy) modon jeldljiik.

05
08
0,7
06 -
0,5 1
04 4
03 A
0,2
01

o T T T T T 1
a 05 1 15 2 25 3

1.12. dbra. s; = 10 és sy = 15 szabadsagi foku
F-eloszlasu valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

1.91. Tétel. Ha & € F(sy; 82), akkor a striségfiggvénye

0, ha x <0,

S1+s2 51 s —
( : ) Sl sS2 12

r
D(F)r(2) V (sratsz)srts2?

fTR=R,  f(x)=

ha z > 0.

a5 9
08 -
0,7 -
06 A
0.5 %
04 A
0,3 1
0.2
L1 Sy

a 0,5 1 15 2 25 3

1.13. abra. s; = 10 és s, = 15 szabadsagi foki

F-eloszlastu valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye
1.92. Tétel. Ha £ € F(sy;s2), akkor % € F(sq;51).
1.93. Tétel. Ha & € F(sy;82), akkor sy > 3 esetén E& = 55—32 illetve s9 > 5 esetén
sz o 28%(81+52—2)

oS (82—2)2(52—4) :
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1.94. Tétel. Ha & € t(s), akkor €2 € F(1;s).

1.95. Lemma. Legyen & € F(sy;s2) eloszldsfigguénye Fy, s,. Ekkor Fs s, az s
valtozoban monoton csokkend, mig az so vdltozoban monoton névekvd, tovdabbd 0,3 <
< Fy1(1) < Fy,6,(1) < Fi (1) <0,7.

1.10. Nagy szamok torvényei

1.96. Tétel (Csebisev-egyenlétlenség). Ha & véges szordssal rendelkezd valdsziniségi
vdltozo, akkor minden ¢ € R, esetén
D2
Pl Be > <) < 20
€
Specialisan, ha & relativ gyakorisagot jelent, akkor kapjuk a koévetkezd fontos

tételt.

1.97. Tétel (Bernoulli-féle nagy szamok torvénye). Legyen & az A esemény relativ

gyakorisaga n kisérlet utdn. Ekkor
P(A)P(4)
P(
ne?

2 _p4) > ¢) <

minden € € R, esetén.

Tehat annak a valoszintsége, hogy az A esemény relativ gyakorisaga P(A)-nak
az ¢ sugaru kornyezetén kiviil legyen, az n novelésével egyre kisebb, hatarértékben
0. Ez pontosan raillik a Bernoulli-féle tapasztalatra.

A kovetkezs abran a hatos dobés relativ gyakorisdgat lathatjuk szabalyos kocka-
val 10 dobéssorozat utan, 3000-t61 3500 dobésig.

g e S Y sy Sl '.....!.P‘" - . = ]
ﬂth s Ill -"-"'* e
e _ — e

e o

R e et

| |
3000 3500

A kék vonal jelzi a hatos dobas valdszintiségét, mig a zold vonalak annak ¢ =

= 0,01 sugara kornyezetét. Az dbran lathatjuk, hogy a 10 dobéssorozatbol 8 esetén
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a relativ gyakorisag 0,01 pontossaggal megkozelitette a valdszintiséget a 3000-t61
3500-ig terjedd intervallumon.

A kovetkezd videdban az el6zd kisérletsorozatot vizsgaljuk tobbféle paramétere-

VIDEO I

Az el6z6 videdban hasznélt program letélthetd innen:

PROGRAM |

A Bernoulli-féle nagy szamok torvénye megfogalmazhato valdszintiségi valtozok-

zéssel.

kal is. Hajtsunk végre egy kisérletet n-szer egymaéstol fliiggetleniil. Ha egy A esemény
az i-edik kisérletben bekovetkezik, akkor a & valoszintiségi valtozo értéke legyen 1,
kiilonben pedig 0. A &,&,...,&, valoszintiségi valtozok ekkor P(A) paraméterti
karakterisztikus eloszlast paronként fiiggetlen valdszintiségi valtozok, melyeknek a
szamtani kozepe az A relativ gyakorisaga, masrészt ekkor E& = P(A) és D*¢; =
= P(A)P(A). Igy tehat barmely ¢ € R, esetén

n 2
P('%;fz’—E& 26) < b fl-

ne?
Més eloszlasu valoszintiségi valtozok szamtani kdzepe is hasonlo tulajdonsagot mu-
tat.

1.98. Tétel (Nagy szamok gyenge torvénye). Legyenek &1,&s, ..., &, véges vdrhatd

Ertékid €s szordsi, azonos eloszldsi, pdronként fiiggetlen valdsziniségi vdltozok. Ekkor

n 2
P('%;&—E& 25) A

ne?’

minden € € R, esetén.

Tehat annak a valoszintisége, hogy a valdszintiségi valtozok szamtani kozepe a
varhato érték e sugara kornyezetén kiviil legyen, az n novelésével egyre kisebb, ha-
tarértékben 0.

A kovetkezd abran n darab standard normalis eloszlast paronként fiiggetlen va-
loszintiségi valtozo szamtani kozepét lathatjuk n fiiggvényében n = 29 500-t6l n =
= 30000-ig, 20 kisérletsorozat utan.
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A kék vonal jelzi a varhato értéket (ez most 0), mig a z6ld vonalak annak ¢ =
= 0,01 sugaru kérnyezetét. Az dbrén lathatjuk, hogy a 20 kisérletsorozatboél 17 esetén
a szamtani kozép 0,01 pontossaggal megkozelitette a varhato értéket a 29 500-t6l
30 000-ig terjedd intervallumon.

A kovetkezd videdban az el6z6 kisérletsorozatot vizsgaljuk tobbféle eloszlés ese-

VIDEO I

Két fiiggetlen standard normalis eloszlasi valoszintiségi valtozé hanyadosa Cauchy-

tén.

eloszlast. Errél ismert, hogy nincs varhato értéke. Igy erre nem teljesiil a nagy

szamok gyenge torvénye. Ezt szemlélteti a kovetkezd video.

VIDEO I

1.99. Tétel (Nagy szamok Kolmogorov-féle erés torvénye). &1,&s, ... legyenek fig-

getlen, azonos eloszldsu valdszintségi vdltozok és E |&| € R. Ekkor

1

Ez a tétel az el6zonél erdsebb allitast fogalmaz meg. Etemadi (1981) és Petrov
(1987) eredményeibdl kideriilt, hogy a nagy szdamok Kolmogorov-féle erés torvényeé-

nek allitasa paronkénti fiiggetlenség esetén is igaz marad.

1.11. Centralis hatareloszlasi tétel

A valoszintiségszamitasban és a matematikai statisztikaban koézponti szerepe van a

standard normélis eloszlasnak. Ennek okat mutatja a kovetkezs tétel.

1.100. Tétel (Centralis hatareloszlasi tétel). Legyenek &1,&s, ... figgetlen, azonos

eloszldsu, pozitiv véges szordsu valosziniségi vdltozok. Ekkor

Ny 1= Z?:l gi — EZ?:I 5@'
"t D Z:'Lzl &i
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hatdreloszldsa standard normdlis, azaz

lim P (n, < x) = ®(x)

n—00

minden © € R esetén.

Specialisan, ha &;,&,, ... fiiggetlenek és p paraméterti karakterisztikus eloszlé-
stak, akkor Y1 | & egy n-edrendd p paramétert binomialis eloszlasi valoszintségi
valtozo. Ennek varhato értéke np és szorasnégyzete np(l — p). Erre alkalmazva a

centrélis hatareloszlas tételét, kapjuk, hogy minden x € R esetén

lim P (M < x) = O(x).

Ez az an. Moivre—Laplace-tétel. Ez ekvivalens azzal, hogy © € R és Az > 0 esetén

r+Ax

" i — 1 t2
lim P xéw<x+Aa§ = — /e‘?dt.
n—00 np(1 —p) V2T

xT

Igy nagy n és kicsiny Az esetén

—P x<w<x+A:ﬂ ~——¢ 2,
Az np(1 —p) v2m

Legyen k,, egy p valoszintiségli esemény gyakorisaga m kisérlet utan. Abrazoljuk

m fliggvényében a % értékeket, ahol m = 1,2,...,n. A kovetkezd abra ezt
mp(1—p

mutatja p = 0,5 és n = 1000 esetén.

o - . 1 i, g 1000
".1.,1_,"""-'—‘-'-'.;'-._ .\".."-""-"T \.'-‘""“-‘-..,,-""'"-II-Iw s

A kisérletsorozatot megismételjiik N-szer. A kék vonalon abrézoljuk a becsap6dasok

szaméat vonaldiagrammal. A kévetkezs adbran ez lathato N = 3000 esetén.
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jlin—=

Végiil a vonaldiagramot normaljuk N-nel és Az-szel, mely mér ¢sszehasonlithato a

standard normélis eloszlas striiségfiiggvényével.

‘To.4s8

Re=: 4.3

A kovetkezd videdban az el6zd kisérletsorozatot folyamataban vizsgaljuk.

VIDEO I
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2. A matematikai statisztika alapfogalmai

A valészintiségszamitas ordkon targyalt feladatokban mindig szerepel valamilyen

informacio6 bizonyos tipusu véletlen események valoszintiségére vonatkozoan. Példaul:

o M a valdszinisége annak, hogy két szabdlyos kockdval dobva a kapott szamok
dsszege 17
Itt a szabalyossag azt jelenti, hogy a kocka barmely oldalara % valoszintiséggel
eshet.

e Fqy boltban az dtlagos varakozdsi idd 2 perc. Mi a valoszinisége, hogy 3 percen
beliil nem kerilink sorra, ha a vdrakozdsi idd exponencidlis eloszldsu?
Itt az adott informéciok alapjan 1 — e~2 annak a valoszintsége, hogy a vara-

kozési id6 kevesebb mint x perc.

Ha egy hasonlé feladatban a megoldashoz sziikséges informéciok nem mindegyike
ismert, akkor azokat nekiink kell tapasztalati iton meghatarozni. A matematikas
statisztika ilyen jellegti probléméakkal foglalkozik.

A statisztikai feladatokban tehéat az események rendszere, pontosabban az (€2, F)
mérhetd tér adott, de a valosziniliség nem.

Legyen P azon P: F — R fiiggvények halmaza, melyekre (€2, F, P) valoszintiségi
mez3. Ekkor az (Q, F, P) rendezett harmast statisztikai mezének nevezziik. Az ide-
alis az lenne, ha P-bdl ki tudnank valasztani az igazi P-t. Sok esetben azonban erre
nincs is sziikség. Példaul ha az A és B események fliggetlenségét kell kimutatnunk,
akkor csak azt kell megvizsgalni, hogy az igazi P-re teljesiil-e az a tulajdonsag, hogy
P(ANB) =P(A)P(B).

A statisztikai feladatokrol azt is fontos tudnunk, hogy azok mindig megfogalmaz-
hatok valoszintiségi (vektor)valtozok segitségével. Ennek szemléltetésére tekintsiik a

kovetkezd példakat.

e Dintsiik el eqy dobokockdrdl, hogy az cinkelt-e. A probléma matematikai mo-
dellezésében legyen Q = {1,2,3,4,5,6}, F az Q hatvianyhalmaza és {: Q —
R, £(k) = k. Ekkor azt kell kideriteni, hogy & diszkrét egyenletes eloszlasu-e,
azaz teljestil-e az igazi P-re, hogy minden k£ = 1,2,3,4,5,6 esetén P(( = k) =

1

5
o Az emberek szem- €s hajszine fiiggetlen, vagy van kozottik genetikai kapcso-
lat? A H halmaz elemei legyenek a haj lehetséges szinei, illetve az S hal-

maz elemei a szem lehetséges szinei. Legyen 2 := H x S és F az {2 hat-

vanyhalmaza. Ekkor példaul a (barna, kék) € Q elemi esemény modellezze
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azt, hogy a véletleniil kivalasztott személy barna haju és kék szemi. Legyen
£:Q = R, &(h,s) =1,2,3,... aszerint, hogy h = sz6ke, barna, fekete, ...
ésn: Q — R, n(h,s) = 1,2,3,... aszerint, hogy s = kék, barna, zold, ....
Ekkor a ( = (&,n) valoszintségi vektorvaltozo eloszlasat kell meghatéarozni,

pontosabban az a kérdés, hogy az igazi P-re teljesiil-e, hogy

minden 1 =1,2,... és j =1,2,... esetén.

o Két esemény kozil dontsik el, hogy melyiknek nagyobb a valdszinisége. Legyen
a két esemény A és B. Ezen események indikatorvaltozoira teljesiilnek, hogy
El4 = P(A) és Elg = P(B). Igy tehat azt kell eldonteniink, hogy a két

esemény indikatorvaltozoi kézol melyiknek nagyobb a varhato értéke.

2.1. Minta és mintarealizacio

A statisztikdban tehéat egy valoszintségi (vektor)valtozora vonatkozolag kell infor-
méaciokat gytjteni. Jeloljiik ezt &-vel. Tegyiik fel, hogy & az (o, Fo, Po) valoszintiségi
mezében van értelmezve, ahol Py a valodi (altalunk nem ismert) valoszintiséget je-
lenti. Az adatgytjtésnek a statisztikiban egyetlen modja van, a £-t meg kell figyelni
(mérni) tobbszor, egymastol fiiggetleniil. Az i-edik megfigyelés eredményét jelolje &;,
amely egy véletlen érték, vagyis valoszintiségi (vektor)valtozo. Mindez a kivetkezo-

képpen modellezhetd.

Legyen (£, F,,P,) azon fiiggetlen kisérletek valoszintiségi mezGje, amely az
(Q0, Fo, Po) kisérlet n-szeri fiiggetlen elvégzését modellezi. Tegyiik fel, hogy £ d-

dimenziés. Legyen
Si: Qn — Rd, 51'(0.}1, R ,wn) = §(wz) (Z = 1, . ,n).
Ekkor tetszoleges € R? esetén

P.(& < x) = Pn({(wl, ce W) € Qs E(wy) < x}) =
=P, (Qox - x Qx{E<a} xQyx---xQ) =
= Po() - -+ Po(£20) Po(§ < x) Po(€0) - - - Po(§2) = Po(§ < ),
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azaz & és & azonos eloszlasi. Masrészt tetszbleges xq, ..., z, € R? esetén

Pn(§1 < xl,...7§n < ZEn) =
= Pn({(wl, - ,wn) € Qn : 5(001) < Zi,... 75(("-}71) < xn}) =

— Pn((£ < -Tl) X oo X (f < xn>) = HPO(f < SL’Z) = HPn(fz < xi)?

azaz a & valoszintségi valtozok fliggetlenek.

Osszefoglalva tehat az n megfigyelés modellezhetd &, . . ., &, fiiggetlen, &-vel azo-
nos eloszlasu valoszintségi (vektor)valtozokkal. Mivel valojaban minket csak a &
valodi eloszlasa érdekel, matematikai értelemben nincs jelentésége, hogy a £ és &;-k
kiilonb6z6 valészintiségi mezében vannak értelmezve. Ezért megallapodunk abban,
hogy a tovabbiakban a &, &1, &, ... valoszintségi valtozok ugyanazon (2, F, P) valo-

szintiségi mezén értelmezettek, ahol P az altalunk nem ismert valodi valoszintség.

2.1. Definicié. A ¢ valoszintségi (vektor)valtozora vonatkozo n elemd minta alatt
a &-vel azonos eloszlast &, . . ., &, fiiggetlen, valoszintségi (vektor)valtozokat értiink.

A &-t k-adik mintaelemnek, n-et pedig a mintaelemek szdamdnak nevezziik.

Természetesen, ha tobb valoszintiségi (vektor)valtozora is sziikségiink van, akkor
mindegyikre kell megfigyeléseket végezni, igy tobb mintank is lesz.
A gyakorlatban nem mintaval dolgozunk, hanem konkrét értékekkel, melyek a

mintaelemek lehetséges értékei.

2.2. Definicié. Ha &,...,¢&, a & valosziniségi (vektor)valtozora vonatkozé minta
és w € , akkor a & (w), ..., & (w) értékeket &-re vonatkozd mintarealizdcionak ne-
vezziik. Az olyan (x1,...,z,) elem n-esek halmazat, melyekre teljesiil, hogy az x;
benne van a £ értékkészletében (i = 1,...,n), mintatérnek nevezzik.

Statisztikai feladatokban mintarealizacié alapjan szamolunk. Az igy meghozott
dontés nem biztos, hogy megfelel a valésagnak, csak annyit mondhatunk réla, hogy
nem mond ellent a mintarealizacionak. Azaz az ilyen dontés hibés is lehet, igy a

valaszunkban azt is meg kell adni, hogy mi a valoszintisége ennek a hibanak.

2.2. Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Ebben a részben feltételezziik, hogy egy £ valoszintiségi valtozo (tehat nem vektorval-

tozo) tulajdonsagait kell megfigyelni. A legjobb az lenne, ha az F eloszlasfiiggvényét
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sikerlilne meghatéarozni. Valojaban — az el6bb elmondottak miatt — F-fet meghata-
rozni a mintarealizacié alapjan nem tudjuk, de becsiilni igen. Egy rogzitett z € R
esetén F'(r) = P(£ < x). Tehat egy esemény valoszintiségét kell megbecsiilni. A valo-
hogy egy esemény valOszintiségét a relativ gyakorisagaval lenne érdemes becsiilni. A
¢ < x esemény relativ gyakorisaga a £-re vonatkozo &, . . ., &, minta alapjan konnyen
megadhato6 indikatorvaltozokkal: }1 Yo Teep Tt D00 I, azon mintaelemek sza-
mat jelenti, melyek kisebbek z-nél. A késébbiekben latni fogjuk, hogy ez a becslés

valoban megfelels lesz szamunkra.

2.3. Definicid. Legyen &;,...,&, egy & valoszintiségi valtozéra vonatkozd minta.
Ekkor az

1 n
x> Fi(z) = - ZI&.@ (x € R)
i=1

fiiggvényt a &-re vonatkozo n elemd mintahoz tartozéd tapasztalati eloszldsfiigguényé-

nek nevezzik.

Az Ff(x) minden rogzitett x € R esetén egy valoszintiségi valtozo. Ha a ki-
sérletsorozatban az w € () elemi esemény kovetkezett be, azaz a mintarealizicio
&(w), ..., & (w), akkor az

n

z— (Fi(z))(w) = — ZI&(UJ)@ (x € R)
i=1
hozzarendelés egy valos fiiggvény. Ezt a fiiggvényt a tapasztalati eloszldsfiigguény
eqy realizaciojanak nevezziik, de a tovabbiakban a rovidség kedvéért ezt is csak
tapasztalati eloszlasfiiggvényként emlegetjiik és F* modon jeloljiik.
Példaként legyen £ egy dobokockaval dobott szam, és a mintarealizacio 3, 4, 5,
3,6, 2,3, 3,5, 2. Ekkor

(

0 ha x < 2,

0,2 ha2<ax<3,
. 0,6 ha3d<ax<4,

Fiy(r) =

0,7 had <z <5,

0,9 hab<uxz <6,

\1 ha x > 6.

A kovetkezs abran egy Bin(5;0,2)-beli valoszintségi valtozora vonatkozo 20 elemii
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mintahoz tartozo tapasztalati eloszlasfiiggvényt lathatunk.

K

A kék grafikon a valodi eloszlasfiiggvényt jelenti, a piros a tapasztalatit. Vegyiik
észre, hogy a tapasztalati eloszlasfiiggvény mindig 1épcsés fliggvény, azaz az érték-
készlete véges. Nevezetesen n elemid minta esetén az F), maximalisan n + 1 féle
értéket vehet fel. Igy felmeriil a kérdés, hogy a lépcsds tapasztalati eloszlasfiiggvény
hogyan néz ki folytonos eloszlasfiiggvényt valoszintiségi valtozo esetén. A kdvetkezs
abran egy Exp(1)-beli valoszintiségi valtozora vonatkozo 10 elemii mintdhoz tartozo

tapasztalati eloszlasfiiggvényt lathatunk.

1

P

A kék grafikon itt is a valodi eloszlasfiiggvényt jelenti, a piros a tapasztalatit.

A tapasztalati eloszlasfliggvény megfelel6 becslése-e a valodi eloszlasfiiggvény-
nek? Az el6z6 példakban, ahol a megfigyelések szama (n) viszonylag kevés, elég
nagy eltéréseket lathatunk. De az n novelésével javul-e ez a helyzet? A kdvetkezs

Glivenkotol és Cantellitsl szarmazod tétel errdl ad informéaciot.

2.4. Tétel (A matematikai statisztika alaptétele). Legyen a & valdsziniségi viltozo

valodi eloszldsfiggvénye F' és a &-re vonatkozo n elemid mintdhoz tartozo tapasztalati
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eloszldsfiigguény Fy. Ekkor

p (lim sup |F*(z) — F(z)| = 0) ~1,

n—oo z€eR

azaz I egyenletesen konvergdl R-en F'-hez majdnem biztosan.

Bizonyitds. Legyen ¢ € R, rogzitett és m € N olyan, hogy % < 5. Ha k €
€ {1,...,m—1}, akkor az F balrél val¢ folytonossaga miatt az {z € R : F(z) < £}
halmaznak létezik maximuma. Ezt a maximumot jeloljiik xj-val. Legyen tovabba

Ty = —00 és x,, := 00. Ekkor

P(§<xk):F(xk)<%< lim F(z)=PE<a) (E=0,...,m).

z—xE+0
Igy

k—1 1

1
m m m

Jelentse Ay, azt az eseményt, hogy limy, o = > 7 Ieica, = P(& < ay), illetve By
azt, hogy lim,,_, % Yoy Le<s, = P(€ < xp). A nagy szamok erds torvénye miatt

m m

A= m ﬂ(Ak N Bl)

k=01=0

jeloléssel P(A) =1 teljesiil. Emiatt létezik N € N, hogy minden n > N egész szam

és k=0,...,m esetén az A-n teljesiil, hogy

n

1
- ZI&SM - P(f < xk) <

n <
=1

DO ™

<€ 6
= ¢s
2

1 n
E ZIE¢<$1¢ - P(f < mk)
=1

Legyen x € R rogzitett. Ekkor létezik t € {1,...,m }, hogy
Ty < T < Ty

Mindezek alapjan minden n > N egész esetén az A-n teljesiil, hogy
* 1 -
F(l‘) - Fn(x) = P(f < SL‘) - E§I§¢<m <
1 n
<P <o) - o 215i<m <
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1 1 <
<E+P(§<$t—1)_gi§;l&<x<
1 1 1 e
<—+PE<x ) —— o, , < —+=<e.
—+ (€ < 21) n; gi<m <+ 5 <€
Hasonloan teljestil minden n > N egész esetén az A-n, hogy
* 1 g
1 n
>P(E <o) — - 21&@ >
> 1+P(§< ) 1i1 >
= = Ty) — — i <x =
m t ni:1 &<
1 1< 1 e
> ——+P(< - — Iecyy >——— = > —¢.
m+ (f .flft) n; Ei<mt m 9 €

Igy |F(x) — F*(2)| < ¢ teljesiil az A-n, ha n > N. Ebb6l mér kovetkezik a tétel.

Az el6z6 tételben fontos az egyenletes konvergencia. Ugyanis ha csak pontonkénti
lenne, akkor a szamegyenes kiilonb6z6 helyein mas és mas sebességt lehetne. Igy
ebben az esetben a tapasztalati eloszlasfliiggvény alakjabol a valodira nem lehetne
kovetkeztetni.

A kovetkezs két dbran egy Cauchy-eloszlast valdszintiségi valtozora vonatko-
z6 200 illetve 10000 elemi mintanak a tapasztalati eloszlasfiiggvényét latjuk. (Két
fiiggetlen standard normalis eloszlast valoszintiségi valtozoé hényadosat nevezziik

Cauchy-eloszlastunak.)

2.1. &bra. Fj,, grafikonja
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2.2. dbra. F}y o grafikonja

A kék grafikon a valodi eloszlasfiiggvényt jelenti, mig a piros a tapasztalatit.

Lathato, hogy 10000-es mintaelemszam esetén méar gyakorlatilag megegyezik a
tapasztalati és a valodi eloszlasfiiggvény. Az utobbi abran ugy tinhet, hogy a ta-
pasztalati eloszlasfiiggvény nem 1épcsGs. Természetesen ez nem igaz, pusztan arrol
van sz0, hogy egy ,lépcs6fok” hossza olyan kicsi, hogy az a rajz felbontasa miatt
csak egy pontnak latszik.

A kovetkezd videdban tobbféle eloszlassal vizsgéaljuk a tapasztalati eloszlasfiigg-

VIDEO I

Az el6z6 videdban hasznélt program letélthetd innen:

PROGRAM |

2.3. Tapasztalati eloszlas, stirtiséghisztogram

vény konvergencidjat.

Tapasztalati eloszlasfiiggvény helyett mas lehetGség is van valoszintiségi valtozok
eloszlasanak vizsgalatara.

Diszkrét valdszintiségi valtozd esetén vizsgélhatjuk az tgynevezett tapasztalati
eloszldst is, mely a valoszintségi valtozo egy lehetséges értékéhez hozzarendeli a ki-
sérletsorozatbeli relativ gyakorisagat. Azaz, ha a & valoszintiségi valtozo értékkészlete

{x1,..., 21 } és a &re vonatkozd minta &, ..., &,, akkor a tapasztalati eloszlas az

1
Ty = T ::EZI&:I’S (tzl,,k)

=1
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hozzarendelés. (Tehat nr; a mintaban az x4-vel egyenld elemek szamét jelenti. )
Ha a kisérletsorozatban az w € {2 elemi esemény kovetkezett be, azaz a mintare-

alizacio & (w), ..., & (w), akkor az

1 n
Ty = (W) = - Zléi(w)zmt (t=1,...,k)
i=1

hozzarendelést a tapasztalati eloszlas eqy realizaciojanak nevezziik, de a tovabbiak-
ban a rovidség kedvéért ezt is csak tapasztalati eloszlasként emlegetjiik. Ezt célszert
vonaldiagrammal dbrazolni. Ez azt jelenti, hogy az (x;,0) koordinataju pontot Gssze-
kotjik az (:r;t, rt(w)) ponttal minden ¢-re.

A kovetkezs képen egy Bin(30;0,3)-beli valoszintiségi valtozora vonatkozo 1000
elemi mintarealizaciobol szamolt tapasztalati eloszlast lathatunk vonaldiagrammal
abrazolva.

0,18

U'II|‘| |“|Il'

Ugyanezen az dbréan kékkel felrajzoljuk a valodi eloszlast is, mely jol mutatja a

hasonlésagot.

0,18 4

0 L|I||| “lli'

|||||||
a 30

Abszolut folytonos £ valoszintiségi valtozo esetén az tn. stirtiséghisztogram vizs-
galata is célravezet$ lehet a tapasztalati eloszlasfiiggvény mellett. Legyen r € N,
X0, T1,.-, T, € Rés g < 217 < -+ < z,.. Tegyiik fel, hogy a &-re vonatkozo
&(w), ..., & (w) mintarealizaci6 minden eleme benne van az (g, x,) intervallum-
ban. Minden [z;_;, z;) intervallum folé rajzoljunk egy y; magassagu téglalapot gy,

hogy a téglalap teriilete a valodi f strtségfiiggvény gorbéje alatti teriiletet becsiilje
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az [xj_1,x;) intervallumon. Hasonléan az eddigiekhez, egy esemény valoszintiségét

itt is az esemény relativ gyakorisagaval becsiiljiik. Igy tehat

z;
1 n
[ H@)de =Pl <€ <) = 03 Ly cqiren, = o - o)
o i=1
melybdl
"L )<z
y] — Z’L—l j—1<§z( )< J (j — 17...’7,).

n(z; — 1)
A kapott oszlopdiagramot siridséghisztogramnak nevezziik, amely tehat a valodi f
striségfiiggvényt a j-edik részintervallumon az y; konstanssal kozeliti.

A siirtiséghisztogram megadésa a mintarealizacio alapjan nem egyértelmd, fligg
az osztopontok valasztasatol. Az osztopontok felvételéhez csak annyi altaldnos irany-
elv mondhato, hogy fiiggetlennek kell lennie a minta értékeitdl.

Az is fontos, hogy az osztopontok ne helyezkedjenek el til stirtin a mintarealizacio
elemeihez képest, mert ekkor egy részintervallumba tul kevés mintaelem fog esni, s
igy nagyon pontatlan lesz a becslés. Azaz ebben az esetben a stirtiséghisztogrambol
nem lehet kovetkeztetni a valodi stirtiségfiiggvény alakjara.

Masrészt, ha az osztopontok tul ritkdk, azaz a részintervallumok szama kevés,
akkor a stirtiségfiiggvény becsiilt pontjainak szama tul kevés ahhoz, hogy a stirtség-
hisztogramboél kovetkeztetni lehessen a valodi strtiségfiiggvény alakjara.

A kovetkezd dbran standard normalis eloszlast 1000 elemi mintara vonatkozo
stirtiséghisztogramot lathatunk » = 20, xg = —4, x99 = 4 valasztassal, tovabba a

részintervallumok egyenlé hosszuséguak.

0,45

0]
-4 4
Osszehasonlitasképpen a kovetkezs abréan a standard normalis eloszlas strtségfiigg-

vényét lathatjuk a [—4,4] intervallumon.

0,45 -

=
=
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2.4. Statisztikak

Tegyiik fel, hogy egy ismeretlen eloszlast & valoszintiségi valtozo varhato értékét kell
meghatarozni. Mivel az eloszlast nem ismerjiik, ezért a minta alapjan kell becslést
adni. A késSbbiekben latni fogjuk, hogy bizonyos szempontboél j6 becslése a varhato
értéknek a &-re vonatkozo &, . . ., &, minta elemeinek a szamtani kdzepe, azaz %(61 +
4+~ +&,). Altalanosan fogalmazva itt egy olyan fiiggvényt definialtunk, amely egy
valoszintiségi valtozokbol all6 rendezett n-eshez egy valoszintiségi valtozot rendel.

Az ilyen fiiggvényeket statisztikdnak nevezziik, és a kovetkezdkben kiemelt szerepiik

lesz.
2.5. Definici6. Legyen &,...,&, egy & valoszintiségi valtozora vonatkozoé minta,
tovabba
T:-R"—>R

olyan fiiggvény, melyre T'(&1,...,&,) valoszintiségi valtozo. Ekkor ezt a valdszind-
ségi valtozot a minta egy statisztikdjanak nevezziik. Ha & (w), ..., &, (w) egy a &-re
vonatkoz6 mintarealizécio, akkor a T'(& (w), ..., &, (w)) szamot az elébbi statisztika
eqy realizaciojanak nevezzik.

Ha T Borel-mérhetd fiiggvény, akkor T'(&y, ..., &,) mérhetd, azaz valoszintiségi

valtozo. Példaul F(z) minden rogzitett x € R esetén statisztika.

2.6. Definici6. Legyen &1, ..., &, egy & valoszintségi valtozora vonatkozo minta. A

kovetkezd nevezetes statisztikakat definialjuk:

_ 1 &
mintadtla g :
9 §i=— ;f
tapasztalati szordsnégyzet S2 = 1 i(& —£)?
n ° n — X2
tapasztalati szords S = l En:(g —§)?
' i3 Z
1 n
korrigdlt tapasztalati szordsnégyzet S = )
orrigalt tapasztalati szordsnégyze - — ;(g £)
korrigdlt tapasztalati szords S* = 1 Zn:(g _ E)z
" n—14« ‘
1 n
k-adik tapasztalati momentum (k € N) - ZSZ’“
i3
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k-adik tapasztalati

1< -
trlt tum (k € N - i —&)F
centrdlt momentum ( ) " ;(f €)
15 . )3
tapasztalati ferdeség B 211‘5(,? )
150 )4
tapasztalati lapultsdg ° El:l;fl 3 -3

Ha tobb valoszintiségi valtozot is vizsgalunk és hangsilyozni szeretnénk, hogy a
tapasztalati illetve korrigalt tapasztalati szoras a {-re vonatkozik, akkor azokat S,

illetve S¢ , modon fogjuk jelolni.
2.7. Tétel (Steiner-formula). Bdrmely ¢ € R esetén

=23 (6o~ E- o

Bizonyitds. Legyen ¢ € R tetsz6legesen rogzitett. Ekkor

S O Y (CRE RS

=1 =1

-+ Y (E— 0 =

S|

D B I L S L R St e

2.8. Definicid. Legyen &;,...,&, egy & valoszintiségi valtozéra vonatkozd minta,
tovabba (z1,...,z,) € R™ esetén jelolje ry,...,r, az 1,...,n szamok egy olyan

permutacidjat, melyre teljesiil, hogy
Tpy K Tpy ... < T,

Legyen
T;:R" =R, Ti(xy,...,2,) =2, (i=1,...,n).

Ekkor a & :=T;(&1, ..., &) (i =1,...,n) valoszintségi valtozokat rendezett mintd-
nak nevezzik. (Vegyiik észre, hogy & = min{ &y,..., &, } és & = max{&,..., & }.)
A & — & statisztikat mintaterjedelemnek nevezziik. A 51%5" az ugynevezett ter-

jedelemkozép.
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A tapasztalati medidn legyen 5’;#, ha n péaratlan, illetve % <§*% + 5*% +1>7 ha n
paros.

Legyen 0 < t < 1. A 100t %-os tapasztalati kvantilis legyen 1> ha nt € N,
illetve t&*,+(1—1)&;, 1, hant € N. (Vegyiik észre, hogy az 50%-os tapasztalati kvan-
tilis a tapasztalati mediannal egyenls.) A 25%-os tapasztalati kvantilist tapasztalati
also kvartilisnek, illetve a 75%-os tapasztalati kvantilist tapasztalati felsd kvartilisnek
nevezziik.

A tapasztalati modusz a mintaelemek kozott a leggyakrabban elGfordul6. Ha tobb

ilyen is van, akkor azok koézott a legkisebb.

2.9. Megjegyzés. Az elébbi T; fiiggvények Borel-mérhet6ek, igy a rendezett minta

elemei statisztikak.

Ha a kisérletsorozatban az w € () elemi esemény kovetkezett be, azaz a min-
tarealizacio & (w), ..., & (w), akkor a §(w) = L 377" | &(w) szamot is mintadtlagnak
nevezziik. Hasonloéan éallapodunk meg minden nevezetes statisztika esetén. (Azaz
példaul S, (w)-t is tapasztalati szorasnak nevezziik.)

A kovetkezdSben a statisztika fogalméat kiterjesztjiik arra az esetre, amikor a minta

elemei valoszintségi vektorvaltozok.

2.10. Definicid. Legyen &1, ..., &, egy d-dimenzids & valoszintségi vektorvaltozora
vonatkoz6 minta, tovabba

T: RHY™ =R

olyan fliggvény, melyre T'(&y, ..., &,) valoszintiségi valtozo. Ekkor ezt a valdszind-
ségi valtozot a minta egy statisztikdjinak nevezziik. Ha & (w), ..., & (w) egy a &-re
vonatkoz6 mintarealizacio, akkor a T' (51 (w),. .. ,fn(w)) szamot az el6bbi statisztika

eqy realizdciojanak nevezzik.

2.11. Definicid. Legyen £ = (n,() kétdimenzios valoszintiségi vektorvaltozo, to-
vabba a réavonatkozo minta (91,(1), ..., (n, (,). Ennek a mintanak a tapasztalati

kovariancidja
1< 1< 1 <
Covy(n, () == — iGi — — it — i
oV (1, €) n;nC n;n H;C

illetve tapasztalati korreldcios egyiitthatdja

Covn(n,¢)
Corr,,(n,() i= —222,
(n.¢) S S
2.12. Definicié. Legyen &, ..., &, egy & valoszintségi (vektor)valtozora vonatkozo
minta. A T'(&y, ..., &,) statisztikat szimmetrikusnak nevezziik, ha az 1, ..., n szamok
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minden 74, ...,%, permuticidja esetén

T(éb s 7571) = T(éhv cee ’gln)

Vegyiik észre, hogy az el6zGekben definidlt minden nevezetes statisztika szim-
metrikus.
Még tovabb altalanosithatd a statisztika fogalma, ha tobb valoszintiségi vektor-

valtozora vonatkozik.

2.13. Definici6. Legyen &1, ... & egy d;-dimenzios £ valoszintségi vektorvalto-

zora vonatkozo minta (1 = 1,..., k), tovabba
T: (R%)™ x - x (R*)™ - R

olyan fiiggvény, melyre T’ ( W IS W ,&’“k)) valoszintségi valtozo. Ekkor

ezt a valoszintiségi valtozot az el6bbi k darab minta egy statisztikdajanak nevezziik.

Ilyen statisztikakra példat, majd a hipotézisvizsgalatoknal latunk.
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3. Pontbecslések

3.1. A pontbecslés feladata és jellemzdsi

Tegyiik fel, hogy a vizsgalt £ valdszintiségi valtozordl tudjuk, hogy egyenletes el-
oszlasu az [a,b] intervallumon, de az a és b paramétereket nem ismerjiik. Ekkor a

vizsgalando statisztikai mez6 lesziikiil az
(Q,F,P), P={Py:9€0}

mezére, ahol © = {(a,b) € R? : a < b} és Py olyan valosziniiség az (€2, F) téren,
melyre Py(§ < x) = =2 teljesiil minden ¥ = (a,b) € © és a < z < b esetén.
A pontbecslés feladata ebben az esetben az a illetve b valodi értékének becslése.

De nem mindig van sziikség az Osszes ismeretlen paraméterre. Példaul elfordulhat,

hogy csak a & varhato értékére vagyunk kivancsiak. Ekkor a fenti esetben az “T*b
valodi értékét kell megbecsiilni.
Az eljaréas a -re vonatkozo & (w), . .., &, (w) mintarealizacio alapjan ugy fog tor-

ténni, hogy bizonyos kritériumokat figyelembe véve megadunk egy statisztikat, mely-

nek az w helyen vett realizacioja adja a becslést.

Most altalanositjuk az el6zéeket. Legyen v € N, © C RY az tgynevezett pa-
ramétertér. Feltessziik, hogy © # (). Jeloljon Fy eloszlasfiggvényt minden ¢ =
= (V1,...,79,) € O esetén. Feltessziik, hogy ¥ # ' esetén Fy # Fy. Ez az ugyneve-
zett identifikdlhato tulajdonsig. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt & valoszintségi valtozorol

tudjuk, hogy az eloszlasfiiggvénye az
{Fy:9=(,...,9,) €0}

halmaz (eloszlascsalad) eleme, de a ¥y, . .., 9, paraméterek valodi értékei ismeretle-

nek. Ekkor a vizsgélt statisztikai mezd lesziikiil az
(Q,F,P), P={Py:0€0}
mezore, ahol Py olyan valoszintség az (€2, F) téren, melyre
Py(§ <) = Fy(z)

teljestil minden z € R és ¥ € © esetén. A tovabbiakban mindezt gy fogalmazzuk

meg, hogy legyen £ a vizsgalandé valoszintiségi valtozo az (0, F,P), P ={Py: 9 €
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€ O } statisztikai mezon.

Legyen g: © — R egy tetszbleges fliggvény. A pontbecslés feladata a g(9) valodi
értékének becslése egy statisztikaval. Ezt a statisztikat és annak realizacidjat is a
g(9) pontbecslésének nevezziik.

Fontos kérdés, hogy milyen szempontok szerint véilasszuk ki a pontbecslést meg-

ado statisztikat. A kovetkezd természetesnek tiing feltételeket adjuk:
e ingadozzon a g(v) valodi értéke koriil;
e szorasa a lehetd legkisebb legyen;

e a minta elemszaménak végtelenbe divergélasa esetén konvergaljon a g(vJ)) va-

16di értékéhez.

A kovetkezGkben ezeket a feltételeket fogalmazzuk meg pontosabban. Legyen

£1,&, ... az elébbi & valoszintiségi valtozora vonatkozd végtelen elemszamii min-
ta (azaz &1,&, ... fliggetlen &-vel azonos eloszlastu valoszintségi valtozok), tovabba

jelolje Ey, Dy illetve covy a Py-bol szarmaztatott varhato értéket, szorast illetve

kovarianciat.

3.1. Definicié. A T'(&y, ..., &,) statisztika g() torzitatlan becslése, ha

Eﬁ T(él? cee 7§TL> - 9(19)

minden ¥ € O esetén. Ha ez nem teljesiil, akkor T'(&y, . .., &,) a g(0) torzitott becslése.

3.2. Feladat. Bizonyitsa be, hogy F*(z) torzitatlan becslése F'(x)-nek barmely = €
€ R esetén, ahol F' a ¢ eloszlasfiiggvénye és F)' a tapasztalati eloszlasfiiggvény.

Bizonyitds. Az nF}(x) egy n-edrendd p = F(z) paraméterd binomiélis eloszlasu

valoszintségi valtozo. Igy E, Fi(z) = L E,(nF(z)) = tnp = p = F(x).

T n n

3.3. Feladat. Legyen 7, := Ty(&1, ..., &,) torzitatlan becslése J-nak minden k =

=1,...,7 esetén, és h: R” — R olyan fiiggvény, melyre h(r,...,7,) valoszintségi
valtozo. Bizonyitsa be, hogy h(1y,...,7.) nem feltétleniil torzitatlan becslése h(¥)-
nak.

Bizonyitds. Legyen példaul ¢ egy olyan esemény indikatorvaltozoja, melynek p va-
l6szintiségére 0 < p < 1 teljesiil. Kénnyen lathato, hogy E,,E = p, azaz £ torzitatlan
becslése p-nek. Masrészt h: R — R, h(z) := 22 jeloléssel

E,h(§) =E, & =D?



= %p(l —p)+p* #p* = h(p),

azaz h(§) torzitott becslése h(p)-nek.

3.4. Definicié. A T,,(&,...,&,) (n € N) statisztikasorozat ¢(9) aszimptotikusan

torzitatlan becsléssorozata, ha minden ¥ € © esetén teljesiil, hogy

lim Ey T, (&1, ..., &) = g(9).

n—o0

3.5. Definicio. Egy T'(&, . .., &,) statisztikat véges szorastnak neveziink, ha minden
¥ € O esetén Dy T'(&q,...,&,) € R.

3.6. Definicio. Legyenek T1(&1,...,&,) és To(&q, ..., &) véges szorasu torzitatlan
becslései g(¥)-nak. A T1(&y, . . ., &) hatdsosabb becslése g(1¥)-nak mint T5(&q, ..., &),
ha minden ¥ € O esetén teljesiil, hogy

Dy Ti(&,...,8) < DyTa (&, ..., &)

3.7. Definicid. A g(v) Gsszes véges szorasu torzitatlan becslése koziil a leghataso-

sabbat a g(v) hatdsos becslésének nevezziik.

Nem biztos, hogy ¢()-nak létezik hatésos becslése, hiszen egy alulrdl korlatos
szamhalmaznak nem mindig van minimuma. De ha létezik hatasos becslés, akkor az

majdnem biztosan egyértelmii. Ezt fogalmazza meg a kovetkezs tétel.

3.8. Tétel. A hatdsos becslés 1 valdsziniiséggel egyértelmd, azaz, ha Ty(&1,. .., &)

és To(&r, ..., &) a g(9)-nak hatdsos becslései, akkor minden ¥ € © esetén

Pg(Tl(fl, &) =T (&, ,fn)) =1.

Bizonyitds. Legyen 7 := T1(&1,..., &), 2 = To(&, ..., 6n), 7= B2 és ) € ©.
Ekkor

Byr = 5By + Egm) = 3 (909) +9(9)) = 9(9),

azaz T torzitatlan becslése g(1¥)-nak. Igy 7 hatdsossdga miatt

D7 < Dj7=Dj 71;7—2 =
1 1
= Z(D?ﬂ—l +Dj 7+ 2covy(Ti, 1)) = Z(QngTl + 2 covy(T1, 7).

52



Ebbél kapjuk, hogy 0 < D3(1y — 7)) = 2D3 7 — 2covg(m, ™) < 0, azaz D3(r, —
— 73) = 0. De ez csak ugy lehetséges, ha

Pg(Tl — T9 = E19<7'1 - 7'2)) =1.
Ebbdl mar kévetkezik az allitas, hiszen Egy(m — m2) = 0.

3.9. Definici6. A T,(¢&1,...,&) (n € N) statisztikasorozat g(v)-nak konzisztens

becsléssorozata, ha barmely € > 0 és 9 € © esetén

3.10. Feladat. Bizonyitsa be, hogy létezik nem konzisztens torzitatlan becsléssoro-

zat.

Bizonyitds. Legyen ¢ € Norm(m;1), ahol az m € R paraméternek a valodi értéke

ismeretlen. Ekkor &, torzitatlan becsléssorozat, hiszen E,, &, = m, de € > 0 esetén
P,(l& —m| >¢) =1-P(|& —m| <e) =2—2(¢),
azaz lim Pm(|§n —m| > 5) £ 0. Igy &, nem konzisztens becsléssorozat.
n—oo

A torzitatlan becsléssorozatok konzisztencidjahoz tudunk adni elégséges feltételt.

3.11. Tétel. Ha T,,(&,...,&,) torzitatlan becslése g(v)-nak minden n € N esetén,
és lim D5 T,(&1,...,&) = 0 minden 9 € © esetén, akkor T,(&1,...,6,) a g(v)
n—oo

konzisztens becsléssorozata.

Bizonyitds. Legyen 1, := T,,(&1,...,&), € > 0 és ¢ € ©. Ekkor 7, torzitatlansaga,

a Csebisev-egyenlGtlenség és lim D?g T, = 0 miatt
n—o0

lim Pﬁ(’Tn —g(V)] = 5) = lim P§(|Tn —Ey,| > 5) < lim

n—00 n—00 n—00 52

Ebbdl mar kovetkezik, hogy 7, a (1)) konzisztens becsléssorozata.

3.12. Definicié. A T,(&1,...,&,) (n € N) statisztikasorozat g(v)-nak erdsen kon-

zisztens becsléssorozata, ha minden ¥ € © esetén

Py (71113)10 To(€1s -5 &n) = 9(79)> =L
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3.13. Megjegyzés. Mivel a majdnem mindeniitti konvergenciabél kovetkezik a mér-
tékben valo konvergencia, ezért az erGsen konzisztens becsléssorozat egyuttal kon-

zisztens becsléssorozat is.

3.1.1. Varhato érték becslése

Ebben az alszakaszban feltessziik, hogy Ey ¢ € R minden 9 € © esetén.

3.14. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha ¢y,...,¢, € Rés ¢y + -+ + ¢, = 1, akkor

dor ¢i& torzitatlan becslése € varhato értékének.

Bizonyitds. EgY ¢ ci&i=> 0 1 Eg& =" By =Ey&> ¢ =Eyk.

3.15. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a mintaatlag torzitatlan becslése a varhato

értéknek.
Bizonyitds. Az el6z6 kivetkezménye ¢; = L (i =1,...,n) vélasztéssal.

3.16. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha £ véges szorasu, akkor a mintaatlag konzisz-

tens becsléssorozata a varhato értéknek.

Bizonyitds. Az allitds a nagy szamok gyenge torvényével ekvivalens. De belathato a
konzisztencia elégséges feltételének vizsgalataval is, hiszen

~ 1
lim D3¢ = lim — D3¢ =0,
n—oo N,

n—oo

melybdl kovetkezik az allités.

3.17. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha Ey |¢| € R minden ¢ € O esetén, akkor a

mintaatlag erGsen konzisztens becsléssorozata a varhato értéknek.
Bizonyitds. Az allitas a Kolmogorov-féle nagy szamok erds torvényével ekvivalens.

3.18. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha & véges szorasa barmely ¥ € © esetén, akkor &
hatésosabb becslése a varhato értéknek, mint > | ¢;&;, barmely ¢4, ..., ¢, € R, ¢+

+ -4 ¢, =1 esetén.

Bizonyitds. D5 (Y1 ci&) = > i, D5 E=D5EY 0 2 > D (i +- -4 ¢,)? =
= %Dﬁg = D3 €. Itt felhasznaltuk a szamtani és a négyzetes kozép kozotti relaciot,

2,
mely szerint tetszoleges ai,. .., a, € R esetén BFFan L/ w (Ez a Cauchy-
egyenl6tlenségbdl kovetkezik.)
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Tehat a varhato értéknek a Y | ¢;&; alakt, agynevezett linedris becslések kozott
a leghatasosabb becslése a mintaatlag. Vajon az Osszes véges szorasu torzitatlan
becslés koziil is ez a leghatasosabb, azaz hatasos? A kovetkezs feladat allitasa erre

ad altalanossagban nemleges vélaszt.

3.19. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha £ egyenletes eloszlasu a [0, b] intervallumon
(b € R,), akkor a terjedelemkozép hatasosabb becslése a varhato értéknek a minta-

atlagnal.

Bizonyitds. A bizonyitas terjedelmes, csak a fontosabb lépéseket kozoljik. A minta
legyen &1, ..., &,. El6szor be kell 1latni, hogy a terjedelemkozép a varhato érték tor-
zitatlan becslése, majd meg kell mutatni, hogy ennek szorasa kisebb a mintaatlag
szorasanal. Ehhez el6szor a €7, . . ., & rendezett minta elemeinek eloszlasat vizsgaljuk

meg. Mivel i € {1,...,n}, 0 <z < b, esetén

Py <z,....& <z, & >o,... 6 >2x)=

- (e <o) (=) = (5) (1-5)"

ezért annak a valoszintsége, hogy &1, ..., &, koziil pontosan ¢ darab kisebb z-nél,

()G (-3 o<

A & < x esemény azt jelenti, hogy pontosan k vagy pontosan k+1 vagy ... pontosan

n darab mintaelem kisebb z-nél. Igy

Pb(g;;<gc)zzn:(7;> (%)(1—%)”_ ke{l,...,n}, 0<z<b

Ebbdl belathato, hogy & striségtiiggvénye x helyen

£ 1 I () R L FRR A )
ley k€ {1,...,n} esetén
b
R B S0 [ (B

Ebbdsl Eb% = % (HLJrl + n"—fl) = g = E,&. Tehéat a terjedelemkozép a varhato
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érték torzitatlan becslése. Most ratériink a szords meghatarozasara. A korabbiak

alapjan
/ 1 k k k(k+1)v?
_ —1 T\ n— + ]_
E *2: 22 n <£> (1__) d —Er—
b S /xb(k—l b b v (n+1)(n+2)
0
teljestil minden k € {1,...,n} esetén. Masrészt az el6zGekhez hasonld gondolatme-

nettel & és & egyiittes stirtiségfiiggvénye 1 < k < [ < n esetén, az (z,y) € R? (0 <
<z <y < b) helyen

n! x\ k-1 ANl n—
(k-1 —k—1)l(n—1)! (E)k (%_Z)lk (1_%) :

Ebbdl bizonyithato, hogy

k(14 1)b
Ey (&€ = , 1<k<li<n.
Igy a szorasnégyzet:
pEta L (e _phata
b7 "\ 2 b7
1 e Pl 1 1
ZZEb(&Jrfn)Z—Z:ZEb§12+ZEb§n2+§Eb(§1§n)—Z:
1 207 +1 nb2+1 b v b?
4 (n+1)(n+2) 4 n+2 2 n+2 4 2(n+D(n+2)

. = 2 , 211rL ~ .
Mivel Df £ = %Dzé = é—n, ezért az allitas ekvivalens az

1 1
<
2n+1)(n+2) = 12n

egyenlGtlenséggel. Kénnyen lathatd, hogy ez minden n € N esetén teljesiil, és csak

n = 1 illetve n = 2 esetén lehet egyenlGség. Az n = 1 illetve n = 2 esetén kapott

&+
2

egyenldség nem meglepd, hiszen ekkor = ¢. Ezzel bizonyitott az allitas.

Tehéat van olyan eset, amikor a varhaté értéknek nem a mintaatlag a hatasos
becslése. De vajon a mintaatlag sohasem lehet hatasos becslése a varhato értéknek?
A valoszintiség becslése soran latni fogjuk, hogy példaul karakterisztikus eloszlés

esetén az.
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3.1.2. Valészintiség becslése

3.20. Feladat. Bizonyitsa be, hogy egy esemény relativ gyakorisdga torzitatlan

becslése az esemény valoszintiségének.

Bizonyitdas. Legyen £ a vizsgalt esemény indikatorvaltozoja. Ekkor az esemény rela-
tiv gyakorisaga &-vel egyenls, masrészt € varhato értéke a vizsgalt esemény valoszi-
ntisége. Igy az allitas annak a specialis esete, hogy a mintaatlag torzitatlan becslése

a varhato értéknek.

3.21. Feladat. Bizonyitsa be, hogy egy esemény relativ gyakorisdga erdsen konzisz-

tens becsléssorozata az esemény valdszintiségének.

Bizonyitds. Az allitdas annak a specialis esete, hogy a mintaatlag erGsen konzisztens

becsléssorozata a varhato értéknek.

3.22. Feladat. Bizonyitsa be, hogy egy ismeretlen 0 < p < 1 valészintiségli esemény
relativ gyakorisaga hatasos becslése p-nek. (Azaz 0 < p < 1 paramétert karakte-
risztikus eloszlast valoszintiségi véltozora vonatkozd mintdbol szamolt mintadtlag

hatésos becslése a varhato értéknek.)
Bizonyitds. Legyen £ a vizsgalt esemény indikatorvaltozoja és &1, ..., &, egy &-re vo-
natkozo6 minta. Ekkor az esemény relativ gyakorisaga &, tovabba az eddigiek alapjan

€ a p torzitatlan becslése. Legyen T'(&, . . ., &,) tetszdleges torzitatlan becslése p-nek,
K :={i=(i1,...,0y) 1 i1,...,0y az 1,..., n permutacioja }

és
S, &n) = %ZT(@'U i)
i€k
Koénnyen lathato, hogy S(&, ..., &,) szimmetrikus statisztika és torzitatlan becslése
p-nek. Ha a & (w), ..., &, (w) mintarealizacioban pontosan k darab 1 van, akkor fiig-
getleniil attol, hogy pontosan melyek azok, a szimmetria miatt az S(fl (W), ... ,fn(w))
értéke mindig ugyanaz. Ezt a kozos értéket jeloljiik Si-val. Annak a valdszintsége,

hogy a mintarealizaciéban pontosan k darab 1 van

(Z)p’“(l —p)" >0

Mindezekbdl a torzitatlansag miatt

0=, (5(6, &) - =Y (s0-5) (1ra-wr,



azZaZz " &
(se=0) (1) (%) =
k=0 n -bp

minden p € (0,1) esetén. Ez pedig csak tugy lehetséges, ha Sy = % minden k =
=0,...,n esetén. Ebbdl az kovetkezik, hogy

S &) =¢

Igy azt kell belatni, hogy Di S, .., 6) < D; T(&,...,&), amely azzal ekvivalens
a torzitatlansag miatt, hogy E, S%(&, ..., &) < E, T2(&, ..., &) Legyen

Gk::{x:(ajl,...,xn):xie{O,l}, i=1,...,n, :L’1—|—~~—i—xn:k}.

Ekkor az el6z6ekhez hasonldoan lathato, hogy

B, S*(& - 6n) —2252 -p)" =

;Z:( ZKTx i) )zp’fu—p)"—k:
S ()(h S re ) -
:g;(k)(k'n_ XG:T ) —p) =
=Y (Z )

Masrészt
E, T2(&1,. .., &n ZZW —p)"

igy elég azt belatni, hogy

%(Z T<x>)2 < 3 )

zeGy zeGy

Ez viszont teljesiil a szamtani és a négyzetes kozép relacidja miatt, hiszen Gy-nak

(Z) darab eleme van.
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3.1.3. Szoérasnégyzet becslése

Ebben az alszakaszban feltessziik, hogy Dy ¢ € R minden 9 € © esetén.

3.23. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a tapasztalati szordasnégyzet torzitott becslése

a szorasnégyzetnek.

Bizonyitds. A Steiner-formula és Ey &2 = D3 ¢ + E3 € miatt
Ey S = Ey (liff—gg) = liEﬂfg_EﬂEQZ
ne- N3
:_ZEﬂg —D2E—E2E=Ey&-DiE—E2¢ =
:Dﬁ§+E§§—Dﬁ§—E§EZD129§+E129§—D129§_E§€:
_Dgg_Dgz_Dgg_%inggi_Dgg—%iDﬁg_
i—1 i=1

1 n—1
:Dif—ﬁD?ﬁ:

26 #Dg&.

3.24. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a tapasztalati szérasnégyzet aszimptotikusan

torzitatlan becsléssorozata a szoérasnégyzetnek.
Bizonyitds. Lattuk, hogy Ey S2 = =1 D} ¢, igy nh_>nolo EyS? =D2¢.

3.25. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a tapasztalati szérasnégyzet erésen konzisztens

becsléssorozata a szorasnégyzetnek.

Bizonyitds. A Kolmogorov-féle nagy szamok torvénye miatt

(,};%an—“) “ (JL%Z@—M)

Igy a Steiner-formulaboél kapjuk az allitast.
3.26. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a korrigalt tapasztalati szorasnégyzet torzitatlan

becslése a szorasnégyzetnek.
Bizonyitds. Léattuk, hogy Ey S2 = 21 D3 ¢, igy Ey S;° = Ey 2552 = D3 €.

3.27. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet erdsen

konzisztens becsléssorozata a szérasnégyzetnek.

Bizonyitds. Az allitas a tapasztalati szorasnégyzet erds konzisztencidjabol kovetke-
zik, hiszen 5% = -2 52,
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3.2. Informéaciés hatar

Legyen £ egy ismeretlen 0 < p < 1 paraméterd karakterisztikus eloszlasu valészint-
ségi valtozo, tovabba a ravonatkozoé minta &1, ..., &,. Korabban bizonyitottuk, hogy
- 2 2 . - 1— , .

¢ hatéasos becslése p-nek. Mivel D;f = %Diﬁ = ’%, ezért azt kapjuk, hogy a
p Osszes véges szorasu torzitatlan becslésének szoérasa nagyobb vagy egyenld, mint

p(1-p)

n

Altalanossagban, ha g(1) dsszes véges szorasi T'(€1,. .., &,) torzitatlan becslésé-
nek szorasa nagyobb vagy egyenld, mint egy T-t6l fiiggetlen érték, akkor ezt infor-
mdacios hatdrnak nevezzik.

Ennek a szakasznak a célja az informécios hatar meghatarozasa azzal a feltevés-
sel, hogy & abszolat folytonos vagy diszkrét, illetve © C R, azaz csak egy paraméter
ismeretlen (v = 1). Feltessziikk még, hogy © nyilt halmaz. Amennyiben £ abszolut
folytonos, akkor fy jelolje &-nek a Py-bol szarmazo strtségfiiggvényét. A &-re vo-
natkozo6 minta legyen &1, ..., &,, tovabbé a & értékkészlete legyen X, azaz a mintatér
X"

3.28. Definicio. A &, ..., &, minta likelihood fligguénye

IT fo(x:), ha ¢ absz. folyt.,
i=1

Ly X" x 0O =R, y(xy,...,2,,0) =< "%
[ Ps(& = ), ha & diszkrét.
i=1

A&, ..., &, minta loglikelihood fiigguénye L, = Inl,.

3.29. Definicio. A &, ..., &, minta Fisher-féle informdciomennyisége
a 2
I,-0 =R, L) :=Ey (%Ln(gl,...,fn,ﬁ)) ,

feltéve, hogy ez a fliggvény értelmezhets. Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy a

Fisher-féle informaciémennyiség nem létezik.

3.30. Definicid. Legyen T: R™ — R egy tetszéleges fiiggvény. Azt mondjuk, hogy

Tl,-re teljestil a bederivaldsi feltétel, ha

0

%/T(xl,...,:vn)ln(xl,...,mn,ﬁ)dxln- dx,, =
RTL

—/T(w x )gl (x T, V) dx dz

- 1y n@ﬂn 1y« dn, 1 n
RTL
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vagy

= T(@r,. )21, w0, 0) =
819 ;X
:ZT(xl T )il (X1, .., T, D)
7 ) n 819 n ? ) Ty
zr;€X

aszerint, hogy & abszolit folytonos vagy diszkrét.
3.31. Megjegyzés. Ha X véges, akkor T'l,,-re trividlisan teljesiil a bederivalési feltétel.

3.32. Lemma. [;-re pontosan akkor teljesiil a bederivdalasi feltétel, ha

o

0 0
5 fr@)dr =0 wvagy  —5Py(¢=1)=0

—0o0

aszerint, hogy & abszolut folytonos vagy diszkrét.

Bizonyitds. Csak abszolut folytonos esetben bizonyitunk, de diszkrét esetben analog

modon jarhatunk el, melyet az Olvasora bizunk. A bizonyitashoz vegyiik észre, hogy
Li(z,9) = fo(x) és [ Li(z,9)dz = 1. Most tegyiik fel, hogy [ a%fg(m) dz = 0.
Ebbél kapjuk, hogy )

o0 [e.o] o0
0

0 0
0 / Li(z,0)dz=0= %ﬂg(m) dz = %ll(l’, V) dz,

—00 —00 —00

azaz ekkor [;-re teljesiil a bederivalasi feltétel. Megforditva, ha feltessziik, hogy [;-re

teljestil a bederivalasi feltétel, akkor

a_ﬁll(x’ﬁ) dz = gy / l1i(z,9)dz = 0.

—00 —00

Ezzel teljes a bizonyitas.

3.33. Tétel. Ha ly-re teljesiil a bederivdldasi feltétel és I létezik, akkor I, s létezik

és In = n[l.

Bizonyitds. Csak abszolut folytonos esetben bizonyitunk, de diszkrét esetben analog
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modon jarhatunk el, melyet az Olvasora bizunk. Az 4 (z, ) = fy(z), igy

e (L) - 7(% b)) 01~ [ 2oy =0

Ebbél

Masrészt

Eﬁ ( 0 (gla 75%7 )) El? <%Zlnf19 gz ) -

= ZEﬂ <—1nf79 & ) Z/ <—1nf79 )f (z)dz =

i= =1

= Z / (%fﬁ(:c)dxzo

Ebbsl
o > (0
[n(ﬁ) = Eﬁ aﬁLn(éb ,fmﬁ)) = Dﬁ (8_19[’%(517 7671719)) =

3.34. Feladat. Karakterisztikus eloszlas esetén hatarozza meg a Fisher-féle infor-

maciomennyiséget.

Megoldas. Legyen tehat £ egy 0 < p < 1 paraméterd karakterisztikus eloszlasi
valoszintiségi valtozo, és a ravonatkozo minta &, . . ., &,. Ekkor X = { 0,1}, {1(0,p) =

=P,(&=0)=1-pésh(l,p) =P,(&=1)=p. Igy

Li(p) = E, (%L1(§1,p)>2 =E, (a%lnll(gl,p))z —
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(55 mPutei = o>)2 Pyl =00+ (45 nPyl6i = 1))2 Py6 = 1) =

Maésrészt X végessége miatt [1-re teljesiil a bederivalasi feltétel, melybsl

Ln(p) = nh(p) =

p(1—p)

3.35. Feladat. Legyen £ € Norm(m;o), ahol o > 0 rogzitett. Hatarozza meg a

Fisher-féle informéciémennyiséget.

[e.e] o)

Megoldds. | g fulw)de = [ i (552) dr= [ = f(r)de = B, (58) =

= 0, azaz l;—re teljestil a bederivéldsi feltétel. Kordbban lattuk, hogy ekkor

1m) = D2 (e ) =% (5 @) =

— 2 (#@ - g;_mem(g)> =D;, ( ;2m> -

Ebbél kapjuk, hogy I,(m) = nly(m) = %.

3.36. Feladat. Legyen ¢ ismeretlen A paraméterti Poisson-eloszlastu. Hatarozza meg

a Fisher-féle informaciémennyiséget.
Megoldads.

Li(\) =E, <§—)\lnl1(§1,)\)>2 = i (%IHP)\(& = k:))QPA(gl =k)=

k=0




MaAsrészt

o0 k o
Z %%6_)\ = Z% (/{:/\k_le_)‘ — )\ke_’\) =

k=0 k=0

— A SO P A A LA
:(Z(k_lﬂ—ZH)e = (et —et) e =0,

k=0

azaz l1-re teljesiil a bederivélasi feltétel. Ebbél kapjuk, hogy I,,(\) = ¥.

3.37. Feladat. Legyen ¢ € Exp()\). Hatarozza meg a Fisher-féle informaciomennyi-

séget.
Megoldads.
9 70 :
L)) = By (51nl1(§1,/\)) _ / (5lnl1(x,/\)) (2, A) do =
s 2 1 2
:/(5111)\6”‘") )\e)‘xdx:/(x—x> e M dx =
0
1 ? 1
:EA<X—§) _D?\ :p
Maésrészt

T 0 - Ooa _A\x o i 1 -z _ 1 —
/ﬁf)\(m) dz = /a/\e dz = /(X x) e Mdr = EA(X §) =0,
oo 0 0

azaz l1-re teljesiil a bederivalasi feltétel. Ebbél kapjuk, hogy I,,(\) = 5.

3.38. Feladat. Legyen ¢ egyenletes eloszlasu a [0,b] intervallumon (b € R, ). Mu-
tassa meg, hogy ekkor nem teljesiil /1-re a bederivélasi feltétel, tovabba az I;(b) és

I,,(b) meghatarozasaval bizonyitsa be, hogy I,, # nl;, han > 1.

00 b b
Megoldds. [ %fb(x) dr = f%%dx = [ de = —¢ # 0, igy l;-re valoban nem
—00 0 0

teljesiil a bederivalasi feltétel.



2

I,(b) = B (% Zln fb(&)) =E <Z % In fb(&))

2 2

"9 .1 -1 —n\? n?

=E —In=-| =E E — | =E.[—] = —.
b<i=1 b nb) b<¢:1 b) b< b) b

Tehat ekkor I,,(b) = n?I1(b), azaz n > 1 esetén I,,(b) # nly(b).

3.39. Tétel (Rao-Cramér-egyenlstlenség). Legyen T'(&y,. .., &,) véges szordsi tor-
zitatlan becslése g(V)-nak, ahol g: © — R differencidlhato figgvény. Tegyiik fel, hogy

l1-re és T'l,-re teljesiil a bederivdldsi feltétel, tovabbd, hogy I, létezik és pozitiv. Ekkor

(d'(0))

D3T(&,. .., &) > A

minden ¥ € © esetén. A (Tgb/l(lﬂ()ﬂ); kifejezés az tigynevezett informéacios hatar.

Bizonyitds. Csak abszolut folytonos esetben bizonyitunk, de diszkrét esetben analog
moédon jarhatunk el, melyet az Olvasora bizunk. Korabban mar lattuk, hogy az adott
feltételekkel I, létezik és I, = nl; > 0. Legyen

0= S 600)
Ekkor ) ) )
Bule) = (20 B (b)) =40
mAasrészt
Eo(e) = 1038 (b 600)) =
— (a% > fﬂ@)) -
CJ) & (D
— [n('&) - Eg <8_19 In fﬁ(fl))
_ }"i?) / (a% 1nfﬂ<x>) folw) de =
J) O [0
= 1(0) 2= %fﬂ(x) de =0
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Ezekb6l D2 (o) = Ey(0%)

(¢'(9)?

I, (9)

, masrészt 7 :=T'(&y, . ..

,&n) jeloléssel

covy(T, 0) = Ey(T0) = Zig)) Ey <T% Ini,(&,. .., &, 19)) =
= ]gn(é?) /T(a:l, . ,xn)%ln(l’l, ey Ty, ) day - - day, =
= ?;((?)%/T(wh s )l (21, xp, 0) day - - day, =
Do gmo (W)

- Jn<z9>a_z9E’9(T> - In(ﬁ)a_ﬁgw) L)

(¢'(9)?

D%(T) + D%(Q) — 2covy(T,0) = ng I/n(ﬁ) )

Igy 0 < D3(1 — o)
kovetkezik az allitéas.

(7)

melybdl

3.40. Lemma (Bederivalhatosagi lemma). Ha T(&q, . ..

tika, I, létezik, pozitiv és folytonos, tovdbbd

,&n) véges szordsu statisz-
li(x,9) a 9 vdltozéban folytonosan
differencidlhato minden x € X esetén, akkor ly-re és Tl,-re teljesil a bederivdlds:
feltétel.

A bizonyitast nem kozoljiik, mert terjedelmes és bonyolult. (Lasd pl. A. A. Bo-
rovkov [1, 16. § 1. Lemma, 164. oldal, VI. Tétel bizonyitéasa, 470. oldal|.) A bederi-
valhatosagi lemma I;-re és [-re vonatkozo feltételeit gyenge reqularitdsi feltételeknek

is nevezziik.

3.41. Feladat. A Rao—Cramér-egyenlGtlenséggel bizonyitsa be, hogy egy 0 < p < 1

valoszintiségl esemény relativ gyakorisdga hatésos becslése p-nek.

Megoldds. Legyen & egy 0 < p < 1 paraméterii karakterisztikus eloszlasu val6szi-

niiségi valtozo, és a ravonatkozo minta &, ..., &,. Korabban lattuk, hogy & véges

n

- p(lfp)-‘ MéSI‘éSZt g/(p) = (p), — 1 mi_
= D2(€). Most legyen T (1, .. .

szorasu torzitatlan becslése p-nek. Mivel X véges, ezért [i-re és Tl,-re teljesiil a be-

> D2(8).

szoréasu torzitatlan becslése p-nek és I,(p) =
p(1=p)

~ ,&n) tetszoleges véges

att az informécios hatéar
derivalasi feltétel. Igy a Rao-Cramér-egyenlétlenség miatt Df) T(&, .., 8)
Ebbdl kévetkezik az allitas.

3.42. Feladat. Legyen ¢ € Norm(m;o), ahol ¢ > 0 rogzitett. Bizonyitsa be, hogy

a mintaatlag hatasos becslése m-nek.

Megoldds. Korabban lattuk, hogy & véges szorasu torzitatlan becslése m-nek és

I,(m) = %. Mésrészt ¢g'(m) = (m)" = 1 miatt az informéaciés hatar ”—: = D2 (¢).
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Most legyen T'(&,. .., &,) tetszbleges véges szorasu torzitatlan becslése m-nek. Mi-
vel a bederivalhatosagi lemma minden feltétele teljesiil, ezért [1-re és T',-re teljesiil
a bederivélasi feltétel. Igy a Rao-Cramér-egyenltlenség miatt D2 T(&1,...,&,) =
> D2 (€). Ebbél kovetkezik az allitas.

3.43. Feladat. Legyen ¢ ismeretlen A paramétert Poisson-eloszlasi. Bizonyitsa be,

hogy a mintaatlag hatasos becslése A\-nak.

n

Megoldds. Tudjuk, hogy & véges szérasu torzitatlan becslése A\-nak és I,(A\) = 1
Masrészt ¢'(A) = (A\)’ = 1 miatt az informaciés hatar 2 = D3(£). Most legyen
T(&, ..., &) tetszoleges véges szorasu torzitatlan becslése A-nak. Mivel a bederivéal-
hatosagi lemma minden feltétele teljesiil, ezért l;-re és T'l,-re teljesiil a bederivalési
feltétel. Igy a Rao-Cramér-egyenlStlenség miatt D3 T'(&y, ..., &) = D3(€). Ebbdl

kovetkezik az allitas.

3.44. Feladat. Legyen ¢ € Exp(\). Bizonyitsa be, hogy a mintaatlag hatasos becs-

lése %—nak.

Megoldds. Korabban lattuk, hogy & véges szorasu torzitatlan becslése i-nak és

)
I,(\) = &%. Masrészt ¢'(\) = (1) = 53 miatt az informacios hatar = = D3(&).
Most legyen T'(&1, .. ., &,) tetszoleges véges szorasu torzitatlan becslése %—nak. Mivel

a bederivalhatosagi lemma minden feltétele teljesiil, ezért [1-re és T'l,,-re teljesiil a be-
derivalasi feltétel. Igy a Rao-Cramér-egyenlétlenség miatt D3 T(&y, ..., &,) = D3(€).
Ebbdl kovetkezik az allitas.

3.3. Pontbecslési modszerek

A fejezet hatraléve részében két altalanos modszert ismertetiink pontbecslések konst-

rualasara.

3.3.1. Momentumok moédszere

Ez volt az elsé altalanos eljaras pontbecslések készitésére. A modszer K. Pearson
nevéhez fiiz6dik. Az elve az, hogy r darab ismeretlen paraméter esetén a k-adik
momentumot a k-adik tapasztalati momentummal becsiiljik (kK = 1,...,7). A ko-
vetkezG6 tétel szerint, bizonyos feltételek esetén az igy kapott becslései az ismeretlen

paramétereknek erdsen konzisztensek.

3.45. Tétel. Legyen a wvizsgdlt valosziniségi valtozo & és a paramétertér © C R”
nyilt halmaz. Tegyik fel, hogy Ey & létezik és véges minden ¥ = (Vq,...,9,) € ©
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esetén, Ey & létezik és folytonos ©-n minden i,j € {1,...,r} esetén, tovdbbd az

, 819
ugynevezett Jacobi-determinans

det <8?9 Eﬂf) 7&

minden ¥ = (Vq,...,0,) € O esetén. Ha az
1 k
=3 =Byt k=1,...r
(it

egyenletrendszernek 1-hez tarto valdsziniséggel létezik 1/9\71 = (1/9\1,1, e ,1/9\m) egyértel-

md megolddsa, amint n — oo, akkor ¥y, erdsen konzisztens becsléssorozata Vy-nak

(k=1,...,7).

Bizonyitds. Legyen
G:0 =R, G :=Ege, ... Eg&).

Az adott feltételekkel G folytonos, igy © nyiltsaga miatt G(©) is nyilt. Ebbdl létezik
rogzitett ¥ € © esetén G(¥)-nak olyan £ > 0 sugart kornyezete, mely részhalmaza
G(©)-nak. A nagy szamok erds torvénye miatt % Sor &F er6sen konzisztens becslés-
sorozata Eg £F-nak (k = 1,...,r), melybdl a konzisztencia is kovetkezik. Igy barmely

0 > 0 esetén van olyan N € N, hogy n > N esetén

1 — & & € )
_E F R > — - k=1,...,r
0(‘”1’:1 ‘ 0 ﬁ) = r '

Innen kapjuk, hogy

N

(Z(iZf’“ o) >52)
Ul me) 2]

r m(( Zg’“ Eﬁf’“) >57><5

azaz (2370 &l 230" €7) € G(O) legalabb 1 — § valoszintséggel, amennyiben

k=1
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n > N. Ebbdl kovetkezik, hogy
lim Py (500, €, 2500, €) €G(O) ) = 1.

Tehat 1-hez tarté valoszintséggel 0, = GHEYr &, ..., 13" &), ahol Gt a

‘n

G inverzét jelenti. Az inverzfiiggvény-tétel miatt (lasd W. Rudin [14, 230. oldal]) az
adott feltételekkel G~ létezik és folytonos. = 37 | &F ersen konzisztens becslésso-
rozata Ey &¥-nak (k= 1,...,r), melybél a G~! folytonossiga miatt 1 valoszintiséggel

teljesiil, hogy

lim G715 200, & L &) = GTHG)) = 9.

n—o0

Mindezekbdl
Pﬂ(nm @:ﬁ) —1.
n—oo

(Az utobbi két hatarérték koordinatanként értendd.) Ezzel az allitas bizonyitott.

3.46. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha ¢ € Exp()), akkor A = ﬁ erésen

konzisztens becsléssorozata A-nak.

Megoldds. Az el6z6 tétel feltételei teljesiilnek, igy az

1 — 1
—Y G=Eaé=+
n <= A

megoldéasa erésen konzisztens becsléssorozata A-nak.

3.47. Feladat. £ € Norm(m; o) esetén szamolja ki az m és o becslését a momen-

tumok modszerével.

Megoldas. A kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:
1 n
Ly a-m
n <
i=1
1 n
IS om0
e

Ennek a megoldasa m,, = & és 6, = S,,. Ezekrl mar korabban is lattuk, hogy erésen
konzisztens becsléssorozatok, de az el6z§ tétel is ezt mutatja, hiszen a feltételek

teljesiilnek.
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3.48. Feladat. Legyen & egyenletes eloszlasi az ismeretlen [a, b] intervallumon. Sza-
molja ki az a és b becslését a momentumok modszerével. Bizonyitsa be, hogy ezek

erésen konzisztens becsléssorozatok.

Megoldds. A kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:
1 — a+b
n Z =7
=1
1< a—0)? [a+b\?
=t ()
n 12 2

Ennek a megoldasa @, = & — /35, és /l;n = £ + /385, Egyszerti szamoléssal kap-

juk, hogy a Jacobi-determinans b’T“, igy az el6z6 tétel miatt teljesiil, hogy ezek a

becsléssorozatok erdsen konzisztensek.

3.3.2. Maximum likelihood becslés

A maximum likelihood (magyarul: legnagyobb valosziniiség) becslés elve az, hogy
adott mintarealizacidhoz az ismeretlen paramétereknek olyan becslését adjuk meg,
amely mellett az adott mintarealizacié a legnagyobb valoszintiséggel kovetkezik be.

Ennek az elvnek a vizsgalataban feltessziik, hogy a vizsgalt & valdszintiségi val-
toz6 abszolut folytonos vagy diszkrét, ® C R", a &-re vonatkozé minta &1, ..., &,,
tovabba a & értékkészlete X, azaz a mintatér X". Ha & abszolut folytonos, akkor
fo jelolje &nek a Py-bol szarmazo stirtségfiggvényét, ahol d = (¢4,...,9,) € ©.
El6szor a mar korabban definialt likelihood fiiggvényt terjesztjiik ki © C R” esetre.

3.49. Definicio. A &, ..., &, minta likelihood fiigguénye

[,: X" x © = R,
[T fo(z:), ha & absz. folyt.,
i=1

Ln(T1, . xp, O, 0) =K
[1Ps(& = 2;), ha & diszkrét.
=1

3.50. Definicié. A @k =Ti(&, - . ., &) statisztika a ¥y mazimum likelihood becslése
(k=1,...,7), ha

~ ~

ln(fl(w)v <o 7571(6“'))7191(("])7 s 7197"<w)> P ln<§1<w)7 cee 7£n(w)71917 cee 7'197“)
minden (¥q,...,9,) € O és w € ) esetén.
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Tehat a becslés kiszamitasa nem méas, mint szélsGértékhely keresés. Praktikus
okbol nem a likelihood fliggvénynek fogjuk a maximumbhelyét keresni, hanem a ter-
mészetes alapt logaritmusanak. Ezzel a szélsGértékhely nem valtozik, hiszen In szi-
goriian monoton noévekvd fiiggvény. Az ok az, hogy ekkor nem szorzatot, hanem

osszeget kell vizsgalni.
3.51. Definicid. A &1, ...,&, minta loglikelihood figgvénye L, := Inl,.

3.52. Feladat. Legyen & egyenletes eloszlast az [a, b] intervallumon. Szamolja ki a

és b maximum likelihood becslését.

Megoldas. A loglikelihood fliggvény

—nln(b—a), ha&f >aés & <0,
0, kiilonben.

Ln(fla s 7£n7a7b) =

*
n’

Ennek maximumbhelye @ = £} és b= 13
G=¢ 6sbnek b=¢

igy a maximum likelihood becslése a-nak

3.53. Feladat. Legyen ¢ Poisson-eloszlasit A paraméterrel. Szamolja ki A maxi-
mum likelihood becslését azzal a feltevéssel, hogy a mintarealizdciénak van nullatol

kiilonbozs eleme.

Megoldds. L, (&1, ..., &, ) = Z In ’\gz e =S (&Ind —Ing! — \), ami A valtozo
i=1
szerint differencialhaté fﬁggveny az R halmazon. Mivel

—n=20

0 B né
—>\Ln(§1,...,§n,>\) =

megoldasa £, és a/\g Lo(&1,...,60,8) = —n/€ < 0, ezért & lokalis maximumbhely.
Mivel R, 6sszefiiggs halmaz, és csak egy lokalis szélsGértékhely van, ezért & globalis

maximumhely. Tehat a maximum likelihood becslése Ad-nak N = i3

3.54. Feladat. Legyen ¢ € Exp()). Szamolja ki A maximum likelihood becslését.

Megoldds. L, (&1, ... &n, A) = Zln ()\e ,\51) = Z(ln)\ M) =nIn A — Ané, ami A

valtozo szerint dlfferen(:lalhato fuggveny az R, halmazon Mivel

S LalEn &) = 4 —nE =0
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megoldésa 1/€, és ;—;Ln(fl, €16 = —nEQ < 0, ezért 1/€ lokalis maximumbhely.
Mivel R, &sszefiiggd halmaz, és csak egy lokalis szélsGértékhely van, ezért 1/€ globalis

maximumbhely. Tehat a maximum likelihood becslése A-nak A=1 JE.

3.55. Feladat. Legyen ¢ € Norm(m; o). Szamolja ki m és ¢ maximum likelihood

becslését.

Megoldas. A loglikelihood fliggvény

n 1 ;- 2

:i<—ln0—lnm—M),

202

amim és o valtozok szerint parcidlisan differencialhato fiiggvény az R xR, halmazon.

Tekintsiik a kdvetkezs egyenletrendszert:

9 _
A Ln(€rse o) = %(f—m) —0

0

_n 1¢ 2 _
%Ln(gla'-wgﬂamao—)_—a—‘_ag ;(&_m) =0

Ennek egyetlen megoldasa: m = € és ¢ = S,,. Masrészt

0? A n
A= WLn(gl,...,én,m,O'):—S—%<O
0? PN 2n
B = @Ln(é-l?...,fn,m,g):—s—g
0? o~
C .= 8maaLn(§1,...,§n,m,U) =0

tovabba AB — C? = % > 0, igy (€, S,) lokélis maximumhely. Mivel R x R, &ssze-
fiiggé halmaz, és csak egy lokélis szélsGértékhely van, ezért (€,.5,) globélis maxi-
mumbhely. Tehat a maximum likelihood becslése m-nek m = &, illetve o-nak & = S,,.

Az utobbi harom példaban lattuk, hogy a maximum likelihood becslés megha-

tarozasanal kulcsszerepe lehet a

0
a—ﬁkLn(fl,...,gn,ﬁl,...,ﬁr)—O (k—l,...,?”)

egyenletrendszernek. Ezt az egyenletrendszert likelihood egyenletrendszernek nevez-

ziik. Természetesen r = 1 esetén egyenletrendszer helyett egyenletet kapunk. Sokszor
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a likelihood egyenletrendszer megoldéasa és a maximum likelihood becslés egybeesik,
de ez nem mindig van igy. Ilyen példa konstrualasa igen bonyolult, most eltekintiink

téle.

A likelihood egyenlet megoldasanak a jo tulajdonséagat, bizonyos feltételek esetén,

a kovetkezd tétel fogalmazza meg.

3.56. Tétel (Wald-tétel). Ha © C R, az Ly differencidlhato a valédi 9* paraméter
eqy U C © kornyezetében, tovabbd Eg« L1(§, 1) létezik és véges minden 9 € U esetén,
akkor a likelihood egyenletnek van olyan J megolddsa, amelyre teljesiil, hogy

P,. (lim 9:19*) — 1,

n—oo

ahol n a minta elemszdmdt jelenti.

Bizonyitds. Csak abszolut folytonos esetben bizonyitunk, de diszkrét esetben analog
modon jarhatunk el, melyet az Olvasora bizunk. Mivel — In konvex fiiggvény, ezért

a Jensen-egyenlGtlenség alapjan minden ¢ € U esetén

Ege L1(§,9) — Eg- L1(£,9") = Ey+ In llll(%z?) <
<InEy. llll((éqi)) _ m_/ fo(z)de =In1 =0,

azaz az identifikdlhatosag miatt minden ¥ € U, ¥ # 9* esetén
Eﬂ* Ll(gv Q9> < Eﬁ* Ll(gv 19*)

A Kolmogorov-féle nagy szamok ergs torvénye és

Lo(&r, . &, 0) = ) In fy(&)
=1

miatt

1
P19* (nlg{olo ﬁLn(gb s 757177*9) = Eﬁ* L1(£7 19)) =1

minden ¥ € U esetén. Mindezekbdl kapjuk, hogy

p,. (lim L. 6 0) < lim %Ln(gl,...,gn,ﬁ*)> 1

n—oo 1M
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minden ¥ € U, ¥ # ¥* esetén. Ebbdl elég nagy n-ekre kapjuk, hogy

Poe (Ln(&1y - Eny0) < (&1, ., 60, 07)) = 1

minden ¢ € U, ¥ # ¢* esetén. Most legyen § > 0 olyan, hogy ¢* + 6 € U. Ekkor

elég nagy n-ekre

Py« (Ln(fl, o &, 0 £0) < Ly(&, .. ,fn,ﬁ‘*)) =1,

melybdl kovetkezik az allitas, hiszen § tetszélegesen kicsi lehet.

A likelihood egyenlet egy megoldasanak tovabbi jo tulajdonségait allitja Cramér
tétele, melyet bonyolultsdga miatt nem taglalunk (lasd pl. Fazekas L. [2, 90. oldal]).
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4. Intervallumbecslések

4.1. Az intervallumbecslés feladata

Legyen ¢ a vizsgalt valoszintségi valtozo az (2, F,P), P = { Py : ¥ € © } statisztikai
mez6n, ahol © C RY nyilt halmaz. A feladat (¥4,...,9,) € ©, k € {1,...,v}

jeloléssel 9, valodi értékének becslése.

Amint kordbban lattuk a pontbecslés v, valodi értékét egy szammal becsiili.
Mindezt egy statisztika realizaciojaval tettiik meg. Intervallumbecslésnél egy olyan
intervallumot adunk meg, amelybe a ¢, valodi értéke nagy valoszintiséggel beleesik.
Ezen intervallum also és felsG végpontjat egy-egy statisztika realizécidjaval adjuk

meg. Magat a becsld intervallumot konfidenciaintervallumnak fogjuk nevezni.

4.1. Definicié. Legyen a &-re vonatkozo minta &, .. ., &,, tovabba

T = Tl(glw-'vgn) és Ty = TQ(gla"wgn)

statisztikak. Azt mondjuk, hogy [, 7o) 1—a biztonsdgi szintd konfidenciaintervallum
a ) paraméterre, ha
Py(m < <) 210

minden ¥ = (¢4,...,9,) € O esetén, ahol 0 < o < 1. A [y, 75 intervallumot centrdlt

konfidenciaintervallumnak nevezzik -ra, ha
Pg(ﬁk < 7'1) = Pﬁ(ﬁk > 7'2)
minden ¥ = (J4,...,7,) € © esetén. Az

inf Py(ry < 9. <7
dco 19(1\ kXX 2)

értéket a Jg-ra vonatkozo [y, o) konfidenciaintervallum pontos biztonsdgi szintjének

nevezzuik.

Ha ¢ diszkrét, akkor adott a-hoz nem feltétleniil talalhato olyan konfidenciain-
tervallum, melynek 1 — o a pontos biztonsagi szintje. Ezért definidltuk a biztonséagi

szintet az el6z8 modon.
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4.2. Konfidenciaintervallum a normaélis eloszlas paramétereire

4.2. Feladat. Legyen ¢ € Norm(m;o) és &,...,&, egy &-re vonatkozd minta.
Tegyiik fel, hogy m ismeretlen, de o ismert. Adjon m-re olyan centralt konfidencia-

intervallumot, melynek 1 — « a pontos biztonsagi szintje.
A megoldashoz sziikségiink lesz a kdvetkezs tételre.
4.3. Tétel. Ha & € Norm(m; o) és &, ..., &, eqy &-re vonatkozd minta, akkor

E—m

g

v/n € Norm(0; 1).

Bizonyitds. Tudjuk, hogy € normalis eloszlast, E€ = E€ =m és D?€ = #n D¢ =
1

T n

z € R esetén

F(x):P<E<ix+m) :@(W) = O(x).

o2, azaz £ € Norm(m; \/Lﬁ) Igy, ha F jelsli a E—Tm n eloszlasfiiggvényét, akkor

vn

/n
Ezzel bizonyitott az allitas.

Most térjlink vissza a feladatra.

Megoldas. Legyen ¢ € R,. Ekkor az el6z6 tétel szerint

P, (—c <&M c) = ®(c) — D(—c) = 20(c) — 1.

Mivel 2¢(c) — 1 = 1 — « pontosan akkor teljesiil, ha ¢ = ®71(1 — §), ezért ilyen c-re

atrendezéssel azt kapjuk, hogy

P <§—%c<m<§+%c) =1—-oa.
Konnyt latni, hogy ez centralt konfidenciaintervallum, hiszen
P, (m > &+ %C) =P, (é;m\/ﬁ< —c) =
Q@

:@(-@:1-@(@:1-(1-%):5.

Osszefoglalva tehat a megoldas:

=& — %@1 (1 — %)
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Ty =&+ %@_1 (1 — %)

jelolésekkel 71, 9] olyan centralt konfidenciaintervallum m-re, melynek 1—a a pontos

biztonsagi szintje.

4.4. Feladat. Legyen ¢ € Norm(m;o) és &,...,&, egy &-re vonatkozd minta.
Tegyiik fel, hogy m ismert és o ismeretlen. Adjon o-ra olyan centralt konfidenciain-

tervallumot, melynek 1 — o a pontos biztonséagi szintje.
A megoldashoz sziikségiink lesz a kdvetkezs tételre.

4.5. Tétel. Ha £ € Norm(m;o) és &, ..., &, egy &-re vonatkozo minta, akkor

i (,5(—7_m)2 € Khi(n).

2
=1

Bizonyitds. Mivel 5%’” (1t = 1,...,n) fliggetlen standard normalis eloszlast valo-
szintiségi valtozok, ezért a négyzetosszegiik n szabadséagi foki khi-négyzet eloszlastu

valoszintiségi valtozo.

A feladat megoldésa el6tt bevezetiink egy jelolést, melyet a tovabbiakban gyak-
ran fogunk alkalmazni. Legyen 7 egy tetszéleges valoszintségi valtozo, és V az n-val
azonos eloszlasu valészintiségi valtozok halmaza. Ekkor F' ~ 'V jeldlje azt, hogy F' a

V-beli valosziniiségi valtozok kozos eloszlasfiiggvénye. Példaul & ~ Norm(0;1).

Megoldds. Legyen c1,c5 € R, és F' ~ Khi(n). Ekkor az el6z6 tétel szerint

P, (Z Gom ) - Fle)

=1

P, <i(§l;_—2m)2>62> :1—F(CQ)

i=1

Mivel F(c;) = 1 — F(cz) = § pontosan akkor teljesiil, ha ¢; = F‘l(%) és ¢y =

= F~'(1 — %), ezért ebben az esetben



azaz atrendezve

b ¢2L@—mvga<¢zg@—mv .
Co (&1

o

Vegytik észre, hogy § < 1 — § miatt c; < co. Osszefoglalva tehat a megoldas:

F ~ Khi(n)
S Z?:1(§z - m)2
RN
ﬁ:¢23@—mﬁ
F1(5)

jelolésekkel [, 5] olyan centralt konfidenciaintervallum o-ra, melynek 1—a a pontos

biztonsagi szintje.

4.6. Feladat. Legyen £ € Norm(m; o) és &, ..., &, egy &-re vonatkozo minta (n >
> 2). Tegyiik fel, hogy m és o ismeretlenek. Adjon o-ra centralt konfidenciainter-

vallumot, melynek 1 — « a pontos biztonsagi szintje.
A megoldashoz sziikségiink lesz a kdvetkezs tételre.

4.7. Tétel. Ha & € Norm(m;o) és &, ..., &, eqy &-re vonatkozé minta (n > 2),
akkor € és S? fiiggetlenck, tovdbbd
2

Sy .
Pl € Khi(n —1).

Bizonyitds. Legyen X = (& —m,...,& —m)", az U olyan n x n-es ortonormélt
métrix (azaz U'U egységmatrix), melynek elsé sordban minden elem \/Lﬁ, tovabba
Y = (n,...,m)" :=UX.Ekkor n; = \/Lﬁ S (&—m), azaz \/%7771 = £—m, tovabba
Y& -m’=X"X=XTUTUX=YTY=Y

i=1 =1

Mindezekbdl a Steiner-formula alapjan

1 _ 1 — 1 1 —
2 _ o 2 o 2 _ 2 -2~ 2
$1= 5 o6~y = @l = 3 = =
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azaz

SZ o 7\ 2
=2 (7)
=2

Jelolje u;; az U matrix ¢-edik soraban és j-edik oszlopaban allo elemét. Ekkor

ni =Y ui(§ —m),
j=1

amibdl kovetkezik, hogy n; normélis eloszlasu,

j=1

és az U ortonormaltsaga miatt

Igy 1; € Norm(0; o). Méasrészt i # j esetén

cov (771) 77; E Th% Z Z uzlu]t Ccov fl, ét Z Uzlu]l — 0

=1 t=1

Ezekbél kovetkezik, hogy 1y, ... ,n, fiiggetlenek. Mivel € csak n;-t6l fiigg, illetve S2
csak 1y, . .., n,-t6l fiigg, ezért & és S? fiiggetlenek.

Masrészt azt is kaptuk, hogy Z,. .., olyan fiiggetlen standard normaélis elosz-
lasta Valoszmusegl valtozok, melyeknek a negyzetosszege =% 47, Ebbol mér kovetkezik,
hogy 2 2n € Khi(n —1).

Most ratériink a feladat megoldésara.

Megoldds. Legyen ¢y, ¢y € R, és F ~ Khi(n — 1). Ekkor az el6z6 tétel szerint

52
P (m,0) (U—gn < 01) = F(c1),
SQ
P(mﬂ) (U_Zn > Cg) =1- F(Cz).
Mivel F(c;) = 1 — F(c2) = § pontosan akkor teljesiil, ha ¢; = F7(§) és ¢ =
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= F~1(1 — %), ezért ebben az esetben

82
P(m,a) (Cl < —5n < CQ) =1-a,

o2

P (m.o) (SM [ <o<8,, /ﬁ) —1-a.
Co C1

Vegyiik ¢észre, hogy 5 <1 — § miatt ¢; < cy. Osszefoglalva tehat a megoldas:

azaz atrendezve

F ~ Khi(n — 1)
n
T = Sn F_l (1_%)
n
T =5, -
i F=1(3)

jelolésekkel [, T3] olyan centralt konfidenciaintervallum o-ra, melynek 1—« a pontos

biztonsagi szintje.

4.8. Megjegyzés. Az el6z6 megoldasban 1p és 15 fiiggetlen m-tdl, ezért ez akkor is jo

megoldast ad, ha a feladat feltételében m ismert.

4.9. Feladat. Legyen £ € Norm(m; o) és &, ..., &, egy &-re vonatkozo minta (n >
> 2). Tegytik fel, hogy m és o ismeretlenek. Adjon m-re centralt konfidenciainter-

vallumot, melynek 1 — a a pontos biztonsagi szintje.
A megoldashoz sziikségiink lesz a kdvetkez6 tételre.

4.10. Tétel. Ha £ € Norm(m;o) és &y, ..., &, eqy &-re vonatkozé minta (n > 2),
akkor

5;—]”% €t(n—1).

Bizonyitds. Korabban lattuk, hogy

E—m :

S
vn € Norm(0;1) és —2n € Khi(n — 1),
o

tovabba ezek fiiggetlenck. Igy

VT TR _Eom g € -1,

s2 S S*
\ on " "

80



Ratériink a feladat megoldasara.

Megoldds. Legyen ¢ € R, és F' ~ t(n — 1). Ekkor az el6z6 tétel szerint

E—m
S*

n

P (o) (—c < vn < c) = F(¢) — F(—c¢) = 2F(c) — 1.

Mivel 2F (¢) — 1 = 1 — a pontosan akkor teljesiil, ha ¢ = F~1(1 —$), ezért ilyen c-re
atrendezéssel azt kapjuk, hogy

_g* _ g
P(m,g)(§—\/%c<m<§+\/%c):1—&.

Konnyt latni, hogy ez centralt konfidenciaintervallum, hiszen

*

P(mp) (m > Z-{— 5%0) = P(mp) (fg—;:m\/ﬁ < —C> =

:F(—c)zl—F(c):1—<1—%>:%.

Osszefoglalva tehat a megoldas:

Fr~t(n—1)

5 ::Z— %F‘l (1—%)

Ty =&+ j’%Fl (1—%)

jelolésekkel 71, o] olyan centralt konfidenciaintervallum m-re, melynek 1—a a pontos

biztonsagi szintje.

4.11. Megjegyzés. Az el6z6 megoldasban 7 és m fiiggetlen o-tol, ezért ez akkor is jo

megoldast ad, ha a feladat feltételében o ismert.

4.3. Konfidenciaintervallum az exponencialis eloszlas paramé-

terére

4.12. Feladat. Legyen £ € Exp(\) és &, ..., &, egy &-re vonatkozo minta. Tegyiik
fel, hogy A ismeretlen. Adjon A\-ra centralt konfidenciaintervallumot, melynek 1 —

a pontos biztonséagi szintje.
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Megoldas. Mivel x > 0 esetén

Xz

PA(/\§<:1:):PA<§<>\

) —l—e?M=1—¢",
ezért \{ € Exp(1), kovetkezésképpen

A+ -+ A, = Ané € Gamma(n; 1).
Igy c1,c0 € R, és F ~ Gamma(n; 1) esetén

Py (/\nz < cl) = F(c),
Py (An€ > &) =1 — F(c).

Mivel F(c;) = 1 — F(cz) = § pontosan akkor teljesiil, ha ¢; = F~7'(§) és ¢, =

= F~'(1 — %), ezért ebben az esetben
PA(cl gAnég@) =1-—aq,

azaz atrendezve

PA(C—I_g)\gc—Q_):l—a.
né ng

Vegytik észre, hogy § < 1 — 5 miatt ¢; < co. Osszefoglalva tehat a megoldas:

F ~ Gamma(n;1)

T = L_F_1 (2)
né 2
1

Ty = —_F_l (1 — g)

jelolésekkel [, 7o) olyan centralt konfidenciaintervallum o-ra, melynek 1—a a pontos

biztonsagi szintje.

4.4. Konfidenciaintervallum valészintiségre

4.13. Feladat. Legyen ¢ € Bin(1;p) és &y, ..., &, egy &-re vonatkozo minta. Tegyiik
fel, hogy p ismeretlen. Adjon p-re centralt konfidenciaintervallumot, melynek 1 — «

a biztonsagi szintje.

Vegyiik észre, hogy & egy p valoszintiségi esemény indikatorvaltozoja, igy a fel-

adat tgy is megfogalmazhato, hogy egy esemény valoszintiségére adjon konfidencia-
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intervallumot. (Ekkor ¢ az esemény relativ gyakorisagat jelenti n kisérlet utan.)

Megoldas. Bizonyithatd, hogy

T ::%max{zéN:%(?)?(l—g)”_i<%}
Ty :z%min{zéN:%(?)gi(l_@n121_%}

jelolésekkel [y, 5] 1 — « biztonsagi szintd konfidenciaintervallum p-re. Ennek bizo-
nyitasa azon mulik, hogy né € Bin(n;p), de itt nem részletezziik (lasd Kendall,
Stuart [7, 103-105. oldal]).

Az el6z6 megoldés kiszamitasa nagy n-re komplikalt. Ennek kikeriilésére ebben az
esetben lehetdség van egy masik konfidenciaintervallum szerkesztésére is a Moivre—

Laplace-tétel segitségével. Ugyanis né € Bin(n; p) miatt ¢ € R, esetén

Pp(—c < Mo c) ~ B(c) — B(—c) = 20(c) — 1.
np(1 — p)

Mivel 2®(¢) — 1 = 1 — o pontosan akkor teljesiil, ha ¢ = ®71(1 — %), ezért ilyen c-re

atrendezéssel azt kapjuk, hogy

Pp((1+c—2>p2— (2§+C—2)p+22<0) ~1—a.
n n

A p-ben masodfoku

polinom gyckei

+< ’
igy
c :<I>_1<1—g>
2
ra c? c ra ra c2
§+5, — HmVSL—-8+ 4
T — 5
142
Va 2 c ra P c
E+ 5.+ mVEL -0+ 4
To (= 2
1+g



jelolésekkel [11, 73] 1 — « biztonsagi szinti konfidenciaintervallum p-re. Ha n olyan
nagy, hogy % elhanyagolhatdan kicsi \/iﬁ—hez képest, akkor a megoldas tovabb egy-

szerisithetd:

2
—~
—_
|
"2
S—

Sl §ls
A
—
o

4.5. Altalanos modszer konfidenciaintervallum készitésére

Legyen & a vizsgalt valoszintségi valtozo az (2, F,P), P = { Py : ¥ € © } statisztikai
mezdn, ahol © C R nyilt halmaz, és a £ valoszintiségi valtozo Fy eloszlasfliiggvénye

folytonos minden ¥ € © esetén. Mivel z > 0 esetén
Py(—InFy(§) <a) =Py (> Fy ' (e™)) =1—Fy(F, (e™)=1—¢",

ezért —In Fy(§) € Exp(1), kovetkezésképpen

_ Zn: In Fy(¢&;) € Gamma(n; 1).

i=1

Igy c1,c0 € R, és F ~ Gamma(n; 1) esetén

Py <— > InFy(&) < c1> = F(c1),

Py <— Zln Fg(&) > CQ) =1- F(CQ).

Mivel F(c;) = 1 — F(c2) = § pontosan akkor teljesiil, ha ¢; = F7'(§) és ¢ =

= F71(1— %), ezért ebben az esetben

Py <01 < _ZlnFﬁ(fi) < 02> =1-a.
i=1

Innen a konfidenciaintervallum szerencsés esetben méar megadhaté. Tulajdonképpen

ezt alkalmaztuk az exponencialis eloszlas paraméterének intervallumbecslésénél.

4.14. Feladat. Legyen & az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasi, ahol a ismert,

b ismeretlen, és &, ..., &, a &-re vonatkozo minta. Adjon b-re centralt konfidenciain-
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tervallumot, melynek 1 — o a biztonsagi szintje.

Megoldds. Mivel Fy(&;) = %__g, igy az el6z6ek miatt a

n
i — Q
clé—Zln%_a <C2
=1

egyenlGtlenséget kell b-re rendezni. Azt kapjuk, hogy

=1

a+ (6611_[(&—&))” <b<a+ (6021_[(&—@))”7

igy a feladat megoldésa:

F ~ Gamma(n;1)

[0
a=F(3)

N i
I I
s s
+ +
/N N
) &)
S S
—= =
o™ ™
| |
8 8
~ ~—_
3| 31

jelolésekkel [y, 5] olyan centralt konfidenciaintervallum b-re, melynek 1—a a pontos

biztonséagi szintje.
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5. Hipotézisvizsgalatok

5.1. A hipotézisvizsgalat feladata és jellemz6i

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogyan lehet donteni a mintarealizacié alapjan
arrol, hogy egy a statisztikai mezdére vonatkozo feltételezést, mas szoval hipotézist
elfogadjuk-e igaznak vagy sem. Ez a hipotézis lehet példéul az, hogy a vizsgalt
valoszintiségi valtozd normalis eloszlasi, vagy a valoszintiségi valtozd varhatod értéke
megfelel az elGirasnak, vagy két valdszintiségi valtozo fiiggetlen, vagy varhato értékeik

megegyeznek stb.

5.1.1. Null- illetve ellenhipotézis

Azt a feltételezést, amelyrdl dontést akarunk hozni, nullhipotézisnek nevezzik és
Hy-val jeloljiik. Legyen Py, azon valoszintiségek halmaza, melyek a Hj teljestilése
esetén lehetségesek. Feltételezziik, hogy ez nem iires halmaz.

Ha Hy-t elutasitjuk, akkor egy azzal ellentétes allitast fogadunk el, melyet el-
lenhipotézisnek neveziink, és Hi-gyel jeloliink. Altalaban Hy és H; koziil az egyik
mindig bekovetkezik, de ez nem mindig van igy (lasd példaul az ugynevezett egyolda-
li ellenhipotéziseket). Ennek okat késébb taglaljuk. Legyen Py, azon valdszintiségek
halmaza, melyek a H; teljesiilése esetén lehetségesek. Feltételezziik, hogy ez nem

ires halmaz.

5.1.2. Statisztikai proba terjedelme és torzitatlansaga

Tegyiik fel, hogy a £, ... &™) valoszintiségi vektorvaltozokra vonatkozik Hy, melyek
rendre dy, . .., d;, dimenziésak. £®-re vonatkozzon a £\”, . .. €Y minta (1 =1,...,k).
Legyen

Co © (RU)™ x .. x (RI*)™,

Ha a kisérletben az w € 2 elemi esemény kovetkezett be, és

(@), €0 (@), 6@, €0 (W) € Co,

akkor Hy-t elfogadjuk, ellenkezd esetben pedig elutasitjuk. Ezt az eljarast statisz-
tikai probdnak vagy hipotézisvizsgdlatnak nevezziik. Cy az ugynevezett elfogaddsi
tartomdny. Cy komplementerét C-gyel jeloljik, és kritikus tartomdnynak nevezziik.

Dontésiink lehet helyes, vagy helytelen az alabbiak szerint:
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Hy-t elfogadjuk  Hy-t elutasitjuk

H, igaz helyes dontés elséfagu hiba
H, igaz mdsodfaji hiba helyes doéntés

Legyen 0 < a < % Az « szamot a proba terjedelmének nevezziik, ha
P((&Y, ..., ...67, gl e Cl) <a VP e Py,

teljesiil, azaz az els6faji hiba valoszintisége legfeljebb a. Ekkor az 1 — « szamot a
proba szintjének nevezziik. Ez azt az értéket jelenti, amelynél nagyobb vagy egyenld

valészintiséggel elfogadjuk Hy-t, ha az igaz. A préba pontos terjedelme «, ha

& (1) (k) (k) _
sup P((&",...,¢0,....¢", ..., nk)eCl)—a.
PE'PHO

Ha a vizsgalt valosziniiségi (vektor)valtozok diszkrétek, akkor adott a-hoz nem
biztosan talédlhato olyan elfogadasi tartoméany, mellyel a proba pontos terjedelme a.
Ezért definialtuk a proba terjedelmét az el6z6 modon.

Ha egy « terjedelmi proba esetén

P(&", ..., &0,....&8", ..., eC) >a VP e Py,

ng
teljesiil, akkor a probat torzitatlannak nevezziik. Ez azt jelenti, hogy Hy-t nagyobb

valoszintiséggel utasitjuk el, ha H; igaz, mint amikor H, igaz.

5.1.3. Probastatisztika

Elfogadasi tartomany konstrualdsahoz Hy esetén ismert eloszlastu

. (1) 1 (k) k
T=T(ED, L ED L EW W)

) Snqo ) Sny

statisztikara lesz sziikségiink, mely lényegesen masképp viselkedik Hy illetve H; tel-
jesiilése esetén. Az ilyen statisztikat probastatisztikanak nevezziik. Ekkor rogzitett o

esetén meg tudunk adni egy olyan I, C R intervallumot, melyre
P(rel,)>21—a VP e Py,.

Célszertibb a P(1 € I,) = 1—a VP € Py, feltétel, mert ekkor v a pontos terjedelem

lesz, de ez nem mindig teljesithets. Az I, végpontjait kritikus értékeknek nevezzik.
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Ezutan legyen
Co:={z e RM)™ x ... x (R%*)™ . T(z) e L, }.

Mivel a (£”,...,&, ..., &7, ..., &) € Cy esemény pontosan akkor kivetkezik be,
amikor 7 € I, ezért ekkor « terjedelmii probat kapunk.

A gyakorlatban sokkal egyszertibb a 7 € I, esemény megadasa, mint a Cj fel-
irdsa, ezért az el6bbit valasztjuk. Szokds a 7 € I, eseményt, illetve az I, halmazt
is elfogadasi tartomanynak nevezni. Hasonléan, a 7 & I, eseményt, illetve az R\ I,

halmazt is szokas kritikus tartomanynak nevezni.

5.1.4. A statisztikai proba menete

Amikor a rogzitett o probaterjedelemhez és a valasztott 7 probastatisztikahoz meg-
valasztjuk az I, intervallumot, akkor iigyelni kell arra, hogy a masodfaju hiba valé-
szintlisége — azaz annak a valoszintsége, hogy H; teljesiilése esetén Hy-t elfogadjuk
— kicsi legyen. Ehhez I megadéasanal nem csak Hy-t, hanem H;-t is figyelembe kell

venni. A gyakorlatban a menetrend a kiévetkezd:
1) Hj ismeretében kivalasztjuk a 7 probastatisztikat.

2) H; és 7 ismeretében kivalasztjuk R\ I, jellegét: (—o0,a), (b,o0), (c,d) stb.
Ez fontos pont, mert ha itt rosszul valasztunk, akkor a masodfaju hiba valo-

szintisége tul nagy lesz.

3) A 7 probastatisztika Hy esetén teljesiils eloszlasanak, I, jellegének és a-nak

az ismeretében meghatarozzuk a kritikus értékeket.

4) A probastatisztika, a mintarealizacio és I ismeretében dontést hozunk. Ha a
probastatisztika realizidcidja I,.-ba esik, akkor Hy-t elfogadjuk Hy ellenében «
terjedelemmel. Ha a probastatisztika realizacioja nem esik I,-ba, akkor H-t

elutasitjuk Hy ellenében a terjedelemmel, vagyis ilyenkor Hi-gyet fogadjuk el.

5.1.5. A nullhipotézis és az ellenhipotézis megvalasztasa

A gyakorlatban nem minden esetben érdemes a sejtésiinket, vagy az elvarasunkat
megvalasztani nullhipotézisnek, mert nem taldlnank hozza probastatisztikat. Ilyen-
kor ezt ellenhipotézisként kezeljiik, és egy olyan ezzel ellentétes allitast fogadunk el
nullhipotézisnek, amelyhez méar talalunk megfelel§ probastatisztikat. Mindez érthe-

t6bbé valik a kovetkezd példéan:
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A tejiparban hasznos lehetne egy olyan eljaras, melynek révén nagyobb aranyban
sziiletne lisz6borja, mint bikaborju, hiszen ekkor tobb fejéstehenet nevelhetnének fel
azonos sziiletésszam mellett. Egy kutato javasol egy ilyen eljarast. Hogyan lehetne
ellendrizni az allitasat? Jelolje p annak a valoszintiségét, hogy az eljaras alkalmazéa-
saval iisz6borju sziiletik. Ekkor a kutato allitdsa az, hogy p > % Ezt viszont nem
célszert Hy-nak valasztani, ugyanis ekkor nem taldlunk probastatisztikat. Ehelyett
legyen ez az ellenhipotézis, mig p = % a nullhipotézis. Ebben az esetben mar konny
probastatisztikat megadni. Ugyanis ha & jelenti az eljaras révén tisz6borja sziiletésé-
nek az indikatorvaltozojat, és a -re vonatkozo minta &, . . ., &,, akkor né azt jelenti,
hogy n-szer alkalmazva az eljarast hany darab iisz6borju sziiletett. Az né meg is felel

probastatisztikanak, hiszen Hy esetén n-edrendi % paraméterd binomialis eloszlasii.

Ebbdl a példabol lathatéan nem feltétleniil kell teljesiilnie, hogy Hy és H; koziil
az egyik mindig bekdvetkezik. Nézziink erre egy masik példat is:

Egy kereskedd egy malomtol nagy tételben lisztet rendel 1kg-os kiszerelésben.
Jelentse ¢ a leszéllitott tételbdl egy véletlenszerten kivalasztott zacsko liszt tome-
gének eltérését az elvart 1kg-tol. Ekkor az a nullhipotézis, hogy E£{ = 0. Ha £ jo
kozelitéssel normalis eloszléstinak tekinthetd, akkor a késébbiekben targyalt tgyne-
vezett egymintéas t-probanal latni fogjuk, hogy ehhez taldlhatunk probastatisztikat.
Most az a kérdés, hogy mi legyen az ellenhipotézis. Ha E& # 0 lenne, akkor H
elutasitasa esetén csak az deriilne ki, hogy a zacskok tomege nem felel meg a rende-
lésnek. Ez azonban nem biztosan jelent rosszat a kereskedének. Hiszen, ha val6jaban
E ¢ > 0 teljesiil, akkor a keresked6tsl vasarlok csak ritkan reklamélnanak. Ezért cél-
szertibb E ¢ < 0 megvalasztasa Hi-nek. Ekkor ugyanis H elutasitasa esetén érdemes
megfontolnia a kereskedének a leszallitott tétel visszautasitasat. Vagyis most a keres-
ked§ szaméra rossz esetet tekintjiik ellenhipotézisnek, azt remélvén, hogy a médszer
nagy valoszintiséggel megvédi 6t az elénytelen vételtSl. Ehhez persze az kell, hogy a

maéasodfaji hiba valoszintsége kicsi legyen.

5.1.6. A proéba erdfiiggvénye és konzisztenciaja

Ha ¢ a vizsgalt valoszintségi valtozo az (2, F,P), P = {Py : ¥ € O} statisztikai
mezdén, ahol © C R, és a {-re vonatkozo minta &1, .. ., &, tovabba ha 9y € © rogzitett

és C kritikus tartomany mellett dontiink a Hy: ¢ = 9 nullhipotézisrél, akkor a

110 =R, y(0) =Py((€,....6) € C)
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fiiggvényt a proba erdfigguényének nevezziik. Ha Hy: 9 € ©1(C ©\ {Yy }) és

lim Pﬁ((fl, .. ,§n) S Ol) =1 Yde @1,

n—oo

akkor azt mondjuk, hogy a proba konzisztens.

Az eréfiiggvény a mésodfaju hiba vizsgélatdban hasznos. Ez az ugynevezett egy-
mintas u-préoba kapcsan valik majd viladgossa. A konzisztencia tulajdonképpen azt
jelenti, hogy a mésodfaju hiba valészintisége a mintaelemek szidmanak novelésével
0-hoz tart.

5.2. Paraméteres hipotézisvizsgalatok

Ha a nullhipotézis ismert eloszléscsaladbol szarmazoé valoszintiségi valtozok eloszlé-

sainak paramétereire vonatkozik, akkor paraméteres hipotézisvizsgdlatrol beszéliink.

5.2.1. Egymintas u-préba

5.1. Feladat. Legyen ¢ € Norm(m;o), ahol m ismeretlen és o ismert, tovabba

legyen &1, ..., &, a &-re vonatkozd minta. A

Hy: m=my

Hy:m # myg (kétoldali ellenhipotézis)

hipotézisekre adjon adott « terjedelmd probat, ahol my € R rogzitett.

Megoldas. ElGszor probastatisztikat adunk. Korabban mar bizonyitottuk, hogy Hy

teljesiilése esetén B
_ § — mo

v/n € Norm(0; 1).

u:

A kritikus tartomany megadasanal vegyiik figyelembe, hogy & az m torzitatlan becs-
lése, igy H, teljesiilése esetén & — myg varhatoan kritikus értékben eltavolodik 0-tol.
Kovetkezésképpen a standard normaélis eloszlas szimmetridja miatt célszertinek ti-

nik, ha az elfogadasi tartomény |u| < a (e > 0) alaka. Ha P € Py, akkor
P(lul <a) =20(a) - 1,
igy P(|u| <a) =1—aesetén a = d71(1 — %) > 0. Tehat
ul <o (1-%)
2
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elfogadasi tartoméannyal olyan probat kapunk, melynek a pontos terjedelme «. Ezt

a statisztikai probat nevezziik egymintds u-probanak.

5.2. Feladat. Az el6z6 feladatot oldja meg Hyi: m < my illetve Hy: m > my Ggy-

nevezett egyoldali ellenhipotézisekre is.

Megoldds. Itt is az el6bbi u probastatisztikat fogjuk hasznalni. ElGszor legyen az
ellenhipotézis Hy: m < my. Ennek teljesiilése esetén & — mg varhatéan kritikus
értékben 0 alatt van. Igy az elfogadési tartomany u > b (b < 0) jellegii. Ha P € Py,
akkor

elfogadasi tartoménnyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme a.
Ezutan legyen az ellenhipotézis Hy: m > mg. Ennek teljesiilése esetén & — my
varhatéan kritikus értékben 0 folott van. Igy az elfogadasi tartoméany v < ¢ (¢ > 0)

jellegtd. Ha P € Pp,, akkor

fgy Plu<c)=1—aesetén c = d~ (1 —a) > 0. Tehat
u<d (1 —a)
elfogadasi tartoménnyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme a.

5.3. Feladat. Vizsgélja meg az egymintéas u-probaban a masodfaju hiba valdszint-

ségét. Bizonyitsa be, hogy a proba torzitatlan és konzisztens.

Megoldas. El6szor szamoljuk ki az u varhato értékét és szorasat:

E, ¢ - —
Byt =Mo o Mmoo o
o o

. 1
Dpu=Y"p,e= V1 /Ly
o o n

Mivel u az m barmely értéke esetén normélis eloszlasu, ezért azt kapjuk, hogy
m—m
u € Norm (—0\/5; 1> .
o
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Most tekintsiik a kétoldali ellenhipotézis esetét. Ekkor ug o := ®71(1 — §) jelléssel

az erGfiiggvény

Y(m) =Pn((&,....&) € Ch) =
= Pin(Jul > tajz) =1 = Pr(—tiap < u < uqp) =

—1-9 (/ - uf) Lo (_ua/g - M@ .

Derivaljuk v-t, melybdl azt kapjuk, hogy 7 szigoriian monoton cstkken a (—oo, mg
intervallumon, illetve szigorian monoton né az [mg, co) intervallumon, tovabba mi-
nimum helye van mg-ban, és a minimum értéke «. Az is konnyen lathatd, hogy
mh_rgO y(m) = ml_i}riloofy(m) = 1. A kovetkez6 abran v grafikonjat lathatjuk o =

=1, my=20,5, a=0,1, n =10 paraméterekkel.

1 4

0,9

Mindezek alapjan tehat, ha Hy: m # myg teljesiil, akkor v(m) > «, melybdl kivet-
kezik, hogy a proba torzitatlan. Ha ~-t mint n fiiggvényét tekintjiik, akkor konnyen
lathatjuk, hogy minden m # mg esetén lim y(m) = 1, melybdl mar kovetkezik,
hogy a proba konzisztens, azaz a mintaelgzlogk szamanak novelésével a masodfaju
hiba valészintisége 0-hoz tart.

Erdekes még azt is megvizsgalni, hogy miként valtozik a mésodfaju hiba valo-
szintisége, ha az els6 faju hiba valoszintségét, azaz a-t csokkentjiik. Ha o csokken,
akkor w2 = ®71(1—%) n6, hiszen ! novekvs fiiggvény. Masrészt, ha -t mint u,

2
fiiggvényét tekintjiik, akkor konnyen ellenérizhets, hogy dj”ﬂ

< 0, azaz vy csokkend.
Mindezekbdl tehat kapjuk, hogy o csokkentésével v is csokken, azaz a mésodfaju
hiba valdszintisége né.

Ezutan tekintsiik a Hy: m < mg egyoldali ellenhipotézist. Ekkor az eréfiiggvény
Uy = P a) jeloléssel

g

v(m) = Pm((fl,...,gn) € C’l) =Pn(u<u,) = <ua — m\/ﬁ) )
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® szigortian monoton noévekvs, ezért v szigortian monoton csokkend. Az is konnyen

lathato, hogy v(mgy) = «, lim y(m) =0és lim ~(m) = 1. A kovetkez6 abran
m—0o0 m——0oQ

grafikonjat lathatjuk o =1, mg = 0,5, a = 0,1, n = 10 paraméterekkel.

1 -

Mindezek alapjan, ha Hy: m < mg teljesiil, akkor vy(m) > «, melybsl kovetkezik,
hogy a préba torzitatlan. Ha -t mint n fiiggvényét tekintjiik, akkor minden m < my
esetén lim (m) = 1, melybsl mér kovetkezik, hogy a proba konzisztens.

Ha Zzﬁcogijkken, akkor u, = ®~!(«) is csokken, masrészt ekkor @ novekedése miatt
v csokken. Mindezekbdl tehat kapjuk, hogy o csokkentésével v is csokken, azaz a
masodfaji hiba valdszintsége né.

A Hi: m > mg eset targyalasat az Olvasora bizzuk.

5.4. Megjegyzés. Erdemes még megfontolni a kovetkezéket. Tegyiik fel, hogy az 0 <
< a< % terjedelmi egymintas u-probaban Hy: m = my-t elutasitjuk a kétoldali
ellenhipotézissel szemben, azaz bekovetkezett az |u| > ®~'(1—9) esemény. Ha most

még azt is feltessziik, hogy u > 0 is bekdvetkezett (azaz & > my), akkor
u>d M 1-%)>0 (1 —a)> 2 (a)

miatt Hy: m > mg esetén biztosan Hi-gyet, mig Hy: m < mg esetén biztosan Hy-t
fogadjuk el.
Viszont, ha a kétoldali ellenhipotézis elfogadésa esetén u < 0 kovetkezett be

(azaz € < my), akkor
u<—011-%)=01%) <P H(a) <P (1 —a)

miatt Hy: m < mg esetén biztosan Hi-gyet, mig Hy: m > mg esetén biztosan Hy-t
fogadjuk el.

Hasonléan lathato be, hogy ha Hy-t elfogadjuk a kétoldali ellenhipotézissel szem-
ben, akkor az egyoldali ellenhipotézisekkel szemben is elfogadjuk.
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Igy tehat, ha elvégeztiik az egymintas u-probat kétoldali ellenhipotézisre, akkor
maér folosleges egyoldalira is megcsinélni, hiszen azok eredménye ebbdl mar megad-

hato a kovetkezs tablazat alapjan:

Hy:m =myg Hi:m # myg
Hy-t elfogadjuk Hy-t elutasitjuk
u >0 u <0

Hi:m<mg Hy-t elfogadjuk  Hp-t elutasitjuk  Hp-t elfogadjuk
Hi:m>mg  Hytelfogadjuk  Hy-t elfogadjuk  Hp-t elutasitjuk

A téblazat gy is értelmezhets, hogy |u| < &1 (1 — %) esetén m = mg, u <

< =@ (1—9) esetén m < my, illetve u > &7 (1 — %) esetén m > mgy mellett

dontiink « terjedelemmel.

5.5. Megjegyzés. A kritikus értékek kiszamolasédnal az eddigiek alapjan sziikség van a
®~! ismeretére. Valojaban azonban elég csak a ® hasznalata. Ugyanis H;: m # my
ellenhipotézisre vonatkozo dontés esetén az |u| < @7'(1 — §) elfogadasi tartoméany
ekvivalens azzal, hogy

a < 2=20(|ul).

Hasonloéan, Hi: m < my illetve Hi: m > myg ellenhipotézisre vonatkoz6 dontés

esetén az elfogadasi tartomény ekvivalens azzal, hogy
a< P(u) illetve a<1—P(u).

5.2.2. Kétmintas u-préba

5.6. Feladat. Legyen £ € Norm(m;y;01), n € Norm(may;o,) fiiggetlen valoszini-
ségi valtozok, ahol mq, mo ismeretlenek és oy, 09 ismertek. Legyen &, ...,&,, a &-re

vonatkozo, illetve ny,...,n,, az n-ra vonatkoz6 minta. A

Hoi my = Mo

Hi: my # my (kétoldali ellenhipotézis)
hipotézisekre adjon adott a terjedelmi probat. A feladatot oldja meg
Hi: mi <my illetve Hi:my > msg

egyoldali ellenhipotézisekre is.
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Megoldas. Ha Hy igaz, akkor konnyen lathato, hogy

u:= ————= € Norm(0; 1).
of 93
w g

El6szor vizsgaljuk a kétoldali ellenhipotézist. Ha ez teljesiil, akkor & — 7 varhatoan
kritikus értékben messze van 0-t6l. Kovetkezésképpen a standard normélis eloszlas
szimmetriaja miatt célszertinek tinik, ha az elfogadasi tartomany |u| < a (a > 0)

alakt. Ebbdl az egymintas u-probaval megegyezé moédon bizonyithatd, hogy
u| < 1 (1 . %) (= a <2 —20(|u|))

elfogadasi tartomannyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme a.

Most legyen Hy: my < my. Ha ez teljesiil, akkor £ —7 varhatoan kritikus értékben
0 alatt van. Igy az elfogadési tartomany u > b (b < 0) jellegii. Ebbdl az egymintés
esettel megegyez6 modon bizonyithato, hogy u > @7 1(a) (<= a < ®(u)) elfogadasi
tartoméannyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme «.

Hasonloan, Hy: my > my esetén u < @71(1 — a) (<= a < 1 — ®(u)) elfogadasi
tartomannyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme a.

Ezt a statisztikai probat nevezziik kétmaintds u-probdanak.

[tt is érvényes, hogy ha elvégeztiik a kétmintas u-probat kétoldali ellenhipotézis-
re, akkor mar folosleges egyoldalira is megcsinalni, mert azok eredménye ebbdl mér

megadhato a kovetkezé tablazat alapjan:

Ho:m1:m2 leml#mg
Hy-t elfogadjuk Hy-t elutasitjuk
u >0 u <0

Hi:mqp <msg Hy-t elfogadjuk Hy-t elfogadjuk  Hy-t elutasitjuk
Hi: mi > mq Hy-t elfogadjuk  Hp-t elutasitjuk  Hp-t elfogadjuk

A tablazat szerint |u| < ®7' (1 — %) esetén my = my, u < —®7' (1 — %) esetén

mi < mo, illetve u > &1 (1 %) esetén my > my mellett dontiink « terjedelemmel.

5.7. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a kétmintas u-proba esetén

(1) a proba torzitatlan;

(2) a két minta elemszamainak novelésével a masodfaji hiba valoszintisége 0-hoz
tart;
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(3) az els6faju hiba valoszintiségének csokkentésével a masodfaju hiba valoszintisége

noé.

Megoldas. Csak kétoldali ellenhipotézisre bizonyitunk, az egyoldaliakat az Olvasora

bizzuk. Konnyen lathato, hogy az mq, mo barmely értékei esetén

myp — My
u € Norm — 1 s
0'2 0'2
1 + 22
ni ng

18y Uaj2 = ©71(1 — §) jeloléssel

7(m17m2) = P(rm,mz)((fla SR 7£n177717 <o 777712) € Cl) -

= P(ml,mz)(|u| > ua/2) =1- P(m1,m2)(_ua/2 Su < Ua/Q) =

my; — Mma my —Mma
=1-0 [tap— ————= | + P | a2 —
2 2 2
91 4 93 91 4 92
ni n9 ni n2

Tekintsiik ezt, mint mq, ms szerinti kétvaltozos fiiggvényt. Ekkor a szokasos eljarassal
kapjuk, hogy pontosan Hj esetén van minimuma a fiiggvénynek és ott « az értéke.
Ebbél mar adodik, hogy a proba torzitatlan.

Masrészt, ha y-t, mint nq, ny szerinti kétvaltozos fliggvényt tekintjiik, akkor n; —
00, ng — 00 esetén a hatarértéke 1. Ebbdl adodik a (2) allitas. Végiil a (3) allitast

hasonléan kell belatni, mint az egymintas u-prébanal.

5.2.3. Egymintas t-préba

5.8. Feladat. Legyen £ € Norm(m; o), ahol m és o ismeretlenek, tovabba legyen

&1, ..., &y a &re vonatkozo minta (n > 2). A

Hy:m=myg

Hi:m # myg

hipotézisekre adjon adott « terjedelmii probat, ahol my € R rogzitett. A feladatot

oldja meg H;: m < myg illetve Hy: m > mg egyoldali ellenhipotézisekre is.

Megoldas. Korabban bizonyitottuk, hogy Hy teljesiilése esetén

ti= 5_5*7”0\/56 t(n—1).
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A kétoldali ellenhipotézis teljesiilése esetén € — mg varhatéan kritikus értékben
messze van 0-t6l. Kovetkezésképpen a t-eloszlas szimmetriaja miatt célszertinek ti-
nik, ha az elfogadasi tartomany [t| < a (a > 0) alaka. A tovabbiakban legyen
F ~t(n—1). Ha P € Py, akkor

P(t] < a) =2F(a) -1,
igy P(|t] <a) =1—aesetén a = F~'(1 — %) > 0. Tehat

[t < P (1 - %) (= a <2-2F(t])
elfogadasi tartomannyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme a.

Most legyen H;: m < mg. Ennek teljesiilésekor &€ — mg varhatoan kritikus érték-
ben 0 alatt van. Igy az elfogadasi tartomany ¢ > b (b < 0) jellegii. Ha P € Py,
akkor

igy P(t > b) =1 —aesetén b = F~(a) < 0. Tehat t > F'(a) (< a < F(t))
elfogadasi tartoménnyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme a.

Hasonloan, Hy: m > mg esetén t < F1(1 — a) (<= a < 1 — F(t)) elfogadési
tartoméannyal olyan probat kapunk, melynek « a pontos terjedelme.

Ezt a statisztikai probat nevezziik egymintds t-probdanak.

5.9. Megjegyzés. Az egymintés u-probaval vett analogia miatt itt is érvényes, hogy a
kétoldali ellenhipotézis esetében meghozott déntés meghatarozza az egyoldaliakkal
szemben hozott dontéseket az ott talalhatd tablazat szerint. Szintén ezen analdgia
miatt erre a probara is teljesiil, hogy torzitatlan, konzisztens és az elséfaji hiba
valdszintiségének csokkentésével a masodfaju hiba valészintisége né. Ennek bizonyi-
tasaban az egymintas u-probanal leirtakhoz képest csak annyit kell még felhasznalni,

hogy S konzisztens becsléssorozata o-nak.

5.2.4. Kétmintas t-préba, Scheffé-modszer

5.10. Feladat. Legyenek ¢ € Norm(m;07), n € Norm(may;os) fiiggetlen valo-

szintségi valtozok, ahol my, msy, 01,09 ismeretlenek és o1 = o9. Legyen &;,...,&,, a
&-re vonatkozo, illetve 7y, ..., n,, az n-ra vonatkozé minta (n; > 2, ny > 2). A

Hoi myp = Mmso

leml#mg
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hipotézisekre adjon adott « terjedelmi probat. A feladatot oldja meg
Hi: my <my illetve Hji:m; > msg

egyoldali ellenhipotézisekre is.

A feladat megoldasédhoz sziikségiink lesz a kovetkezs tételre.

5.11. Tétel. Legyenek £, n € Norm(m;o) figgetlenek, &, ..., &, a &-re, illetve

My -y Nny G2 1-Ta vonatkozd minta (nq = 2, ng > 2). Ekkor

€ t(m + ng — 2)

g—ﬁ \/nlng(n1+n2—2)

\/nlsgznl + TLZS%WQ = + "2

Bizonyitds. Korabban mar bizonyitottuk, hogy &,7, St ny» Oy, figgetlenck, tovabba

X = % € Norm(0;1)
T

52

Y = %nl e Khi(n; — 1)
5«2

7 = —122n, € Khi(n, — 1).
g

Ezekbdl kapjuk, hogy W := Y 4 Z € Khi(n; +ny — 2), tovabba X—%’w—’" € t(ng +

+ ny — 2). Konnyen lathato, hogy

VW st 4 nast 1+ s
11

n,n2

X\/n1+n2—2 g—ﬁ \/n1n2(n1—|—n2—2)
melybdl kapjuk a tételt.

Most térjiink vissza a feladat megoldasahoz.

Megoldds. Az el6z6 tételben bizonyitottuk, hogy Hj esetén

t:= Et(n1+n2—2).

E—ﬁ \/nlng(n1+n2—2)
S, tnast,, Vo
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Speciélisan n := n; = ny esetén

b= 5T i Teton-9)

2
\ Sen + Sin

A kétoldali ellenhipotézis teljesiilésekor € — 77 varhatoan kritikus értékben messze
van 0-t6l. Kovetkezésképpen a t-eloszlas szimmetriaja miatt célszertinek tiinik, ha
az elfogadasi tartomany [t| < a (a > 0) alakd. A tovabbiakban legyen F' ~ t(n; +
+ne —2). Ha P € Py, akkor

P(|t| < a) =2F(a) — 1,
igy P(|t| <a)=1—aesetén a = F~'(1 — %) > 0. Tehat
H<F(1-3) (&= a<2-2F()

elfogadasi tartomannyal olyan probat kapunk, melynek pontos terjedelme a.

Hasonlbéan az egymintas t-probahoz kapjuk, hogy Hi: m; < mo esetén ¢t >
> Fl(a) (< a < F(t)) elfogadési tartoménnyal, mig H;: m; > my esetén
t<F11—a) (<= a<1-F() elfogadési tartomannyal olyan probat kapunk,
melynek pontos terjedelme a.

Ezt a statisztikai probat nevezziik kétmaintds t-probanak.

5.12. Feladat. Oldjuk meg az eléz6 feladatot akkor is, ha az ismeretlen szérasok

viszonyat nem ismerjiik.
Sziikségiink lesz a kovetkezs tételre.

5.13. Tétel. Legyenek & € Norm(mq;01), n € Norm(ms;os) figgetlen valdszi-

niségi vdltozok €s &1, ...,&,, a &-re vonatkozo, illetve ny, ..., Ny, az n-ra vonatkozo

minta (2 < ny < ny). Ekkor m :=my —my és o := ,/o} + Z—;Jg jelolésekkel

nq 1 = _ .
i =AM -neN ; =1,...,
§— /i MZW 7 € Norm(m;o) (i ni)

k=1
fiiggetlen valdsziniségi valtozok.

Bizonyitds. Az allitdas nq = ng esetén trivialis. Legyen 2 < ny < ng és

nl 1 " _ .
Ci3:§i—\/_i+— — 1=1,...,n7).
n277 m;ﬂk n 1)
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Ekkor

my — niMms — Mo = M1 — M2 =1,
\/711 2

masrészt K; .= {1,...,n1}\ {z} és K :={n1 +1,...,ny} jelolésekkel

G=6+ () 2w Tomct (G - yfi) e

keK

igy

2 2
szaﬂ((m_n(@—n—g) popy (11 fm) )0

melybdl kapjuk, hogy D?¢; = 02 + ™ oy = o Mivel ¢; = & + 312 ak Ini alak,
azaz fliggetlen normaélis eloszlasi Valoszmusegl valtozok linearis kombinécidja, ezért
¢ € Norm(m;o). Még a fiiggetlenséget kell belatni. Ehhez elég a cov((;, () =
=0(i,j=1,...,n1, i # j) megmutatésa.

n 1 1\?2
kzlal(c)a,(j) = (m1—2) ( — —) +

1 1 1 1 ny Nog — M
+2 - = - ) B =,
\/N1MN2 N9 A/ MN1MN2 N9 N9 ns

ezért 1,5 =1,...,n1, © # j esetén
cov((;, ¢j) = cov (Z a;’ M, Zak Uk) =
ne N9
= ZZak al]) cov(ng, m) = ()a,(f)a2 = 0.
k=1 1=1 k=1

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Most térjlink ra a feladat megoldasara.

Megoldds. Az el6z6 tétel szerint van olyan normalis eloszlasi m = my — my varhato

értéki ¢ valoszintiségi valtozo, hogy

nl 1 i _ .
i =& i+ — - 1=1,...,n
Gi= &= m;m 7 ( )

(-ra vonatkoz6 minta. Vegyiik észre, hogy ny; = ns esetén (; = & — n;. Végezziik el
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erre a mintara az egymintas t-probat mg = 0 valasztassal. Ekkor

m=0<= m; = my
m;é()(:)ml;émg
m <0< m; <my

m > 0 < m; > ms

miatt ennek a probanak a hipotézisei egybeesnek a feladat hipotéziseivel. Tehat

legyen

t:=
S*

¢n1

J

és F ~ t(n; —1). Ekkor Hy: my # my esetén |t| < F71(1-%) (<= a < 2-2F(|t]))
elfogadéasi tartomannyal a proba pontosan « terjedelmi. Masrészt Hi: m; < mgo
esetén t > F~(a) (< a < F(t)) elfogadési tartomannyal, mig Hy: m; > mo
esetén t < F71(1 —a) (< a < 1 — F(t)) elfogadési tartoméannyal olyan probat
kapunk, melynek pontos terjedelme a.

Ezt az eljarast Scheffé-modszernek nevezziik, amely tehat nem egy 6nallo pro-
ba, hanem egy eljaras, melynek révén tugy transzformaljuk a mintat, hogy azon az
egymintas t-proba végrehajthato legyen, és ebbdsl donteni tudjunk a hipotézisekre

vonatkozoan.

5.14. Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy a &-re és n-ra vonatkozoé mintak nem fiiggetlenek,
hanem ugynevezett parositott mintak, azaz valojaban a (£, n) kétdimenzios vektor-
valtozora vonatkozik. A feladat pontosan az, mint a Scheffé-modszernél volt, azaz a
varhato értékeket kell 6sszehasonlitani. Ha teljesiil, hogy & — 1 normélis eloszlasi,
akkor konnyen lathatoan, a Scheffé-modszer (ny = ny eset) itt is alkalmazhato, azaz

a kiilonbség mintara kell végrehajtani az egymintas t-probat mg = 0 valasztassal.

5.2.5. F-préba

A kétmintas t-probat azzal a feltétellel tudjuk alkalmazni, hogy az ismeretlen szoéra-

sok megegyeznek. Ennek a feltételnek a teljesiilését vizsgaljuk ebben az alszakaszban.

5.15. Feladat. Legyenek £ € Norm(my;01), n € Norm(ms; 0y) fliggetlen valoszi-

ntségi valtozok, ahol mq, me, 01, 09 ismeretlenek. Legyen &1, .. ., &, a {-re vonatkozo,
illetve 1y, ..., My, az n-ra vonatkozo minta (n; > 2, ny > 2). A

Hol 01 = 09
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Hli o1 7é 02
hipotézisekre adjon adott « terjedelmid probat. A feladatot oldja meg
Hi: 0y <oy illetve Hi: o1 > 09

egyoldali ellenhipotézisekre is.
Sziikség lesz a kovetkezd tételre.

5.16. Tétel. Legyenck & € Norm(my;0), n € Norm(ms; o) figgetlen valdsziniségi
valtozok, &1, ...,&, a &-re vonatkozo, illetve nq, ..., M, az n-ra vonatkozo minta

(ny =2, ny > 2). Ekkor
2

% e F(ny —L;ng —1).
ST],?’LQ

Bizonyitas. Korabban bizonyitottuk, hogy

2

Sén Sn
0—’21711 € Khi(n; — 1) ¢s %ng € Khi(ny, — 1),

igy ezek fiiggetlensége miatt

S? 2
&nq ni 2 *
(TLQ - ]‘) o2 n nl_lsfﬂu &,n1 .
52 - o 3 = *2 - F(n1 — 1,7’1,2 — 1)
n
(n1 — ].) 7722 N9 ng—1"71,n2 San

Most térjiink vissza a feladat megoldasara.
Megoldads. Az eléz6 tétel szerint, ha Hy: 01 = 09 igaz, akkor

2

Sem
F.= ST € F(ny —1L;ng —1).

n,n2

A Hy: 01 # 05 ellenhipotézis teljesiilésekor F varhatoan kritikus értékben messze van
1-t6l, hiszen a korrigalt tapasztalati szoras torzitatlan becslése a szorasnak. Ezért az
elfogadasi tartomany a < F < b alakid, ahol 0 < a < 1 < b. A tovabbiakban legyen
F ~ F(ny — 1;ny — 1). Tegyiik fel, hogy P € Py, esetén

P(F <a)=F(a) = 5.

PF>b)=1-F(b) =2,

| e
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azaza=F7' (%) >0ésb=F~'(1—%). Mivel 0,3 < F(1) < 0,7 (lasd az F-eloszlas
lefrasanal taldlhato lemmat), igy § < F'(1) < 1 — § biztosan teljesiil. Ezért az ezzel

ekvivalens a < 1 < b is teljesiil. Mivel P € Py, esetén

=1-a,

hac)
IS
/AN
-
N
=
I
o
=
|
=
8
I
—_
|
N2
|
|2

gy F7'(2) < F S F'(1-%2) (= a < 2min{F(F),1 — F(F)}) elfogadasi
tartoméannyal « terjedelmi probat kapunk.
A H,: 01 < 0y teljesiilésekor F varhatoan kritikus értékben kisebb 1-t6l. Ezért

az elfogadési tartomény F > c alakd, ahol 0 < ¢ < 1. Mivel P € Py, -ra
PF>¢)=1-F(o),

igy P(F > ¢) =1—aesetén c = F'(a) > 0. Az a < F(1) biztosan teljesiil 0 < o <
< 0,3 esetén, igy ¢ < 1 is teljesiil. Tehat F > F~!(a) (<= a < F(F)) elfogadasi
tartomannyal « terjedelmid probat kapunk.

Végiil Hy: 01 > o9 ellenhipotézis teljesiilése esetén F varhatoéan kritikus értékben
nagyobb 1-t6l. Ezért az elfogadasi tartomany F < d alakt, ahol d > 1. Ekkor P €
€ Pu,-ra

P(F < d) = F(d),

igy PF<d)=1—aesetén d = F~1(1 — a). Mivel 1 — «a > F(1) biztosan teljesiil,
ha 0 < a < 0,3, ezért d > 1 is teljesiil. Tehat F < F71(1 —a) (<= a < 1— F(F))
elfogadasi tartomannyal « terjedelmi probat kapunk.

Ezt a statisztikai probat F-probdnak nevezzik.
5.17. Megjegyzés. Legyen Fy ~ F(ny —1;ny—1) és Fy ~ F(ny — 1;ny —1). Kétoldali
ellenhipotézis esetén lattuk, hogy

1 (5) <ren(1-5)
2 2

elfogadasi tartoméannyal « terjedelmi probat kapunk. Mivel Hj teljesiilése esetén
1 €F(ny — 1;ny — 1), ezért

() <t e (1-5)
2 \2 F 2 2

elfogadasi tartoménnyal szintén « terjedelmi probat kapunk.
Ha F > 1, akkor valasszuk az elsé elfogadasi tartomanyt. De ebben az esetben
2 < 0,3 < Fi(1) miatt F{ ' (2) <1 < F biztosan teljesiil. Tehét ekkor az elfogadési
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tartoméany F < Fl_1 (1 — %)
Ha F < 1, azaz % > 1, akkor valasszuk a masodik elfogadasi tartomanyt. De

ebben az esetben § < 0,3 < F5(1) miatt F; ' (%) < 1 < £ biztosan teljesiil. Tehét

ekkor az elfogadasi tartomany % < B! (1 — %)
Ezzel bizonyitottuk a kivetkez6t. Legyen F* := max{F, £ }, tovibba G ~ F(n; —
—1;ns — 1), ha F* = F illetve G ~ F(ny — 1;ny — 1), ha F* = % Ekkor

<o (1-)

elfogadasi tartomannyal « terjedelmd probat kapunk. Ezzel a modszerrel tehat nem

két, hanem csak egy kritikus értéket kell szamolni.

5.2.6. Khi-négyzet préba normalis eloszlas szérasara

5.18. Feladat. Legyen £ € Norm(m; o), ahol m és o ismeretlenek. Legyen oy € R,

rogzitett és &1, ..., &, a {-re vonatkozo minta (n > 2). A

Hy: 0 =0y

H,: 0 # oy
hipotézisekre adjon adott a terjedelmi probat. A feladatot oldja meg
Hi:o<o0y illetve Hi:o > oy
egyoldali ellenhipotézisekre is.

Megoldas. Tudjuk, hogy H esetén
SQ
x* = —2n € Khi(n — 1).
90

Mivel i—én = %;(n — 1) és S*? a szorasnégyzet torzitatlan becslése, igy o # o
0 0 B

teljesiilése esetén y? varhatéan kritikus mértékben messze van n — 1-t6l. Igy az

elfogadasi tartomanyt vilasszuk a < x? < b alaktinak, ahol 0 <a <n—1<b. A

tovabbiakban legyen F' ~ Khi(n — 1). Tegytik fel, hogy P € Py, esetén

P(x* <a) = Fla) = 3.

P(x*>b) =1— F(b) =

RS

)

104



azaz a = F7' (%) > 0ésb=F"'(1—%). Mivel 0,5 < F(n—1) < 0,7 (lasd a
khi-négyzet eloszlas leirasanal talalhato lemmat), igy § < F(n—1) < 1—§ biztosan

teljesiil. Ezért az ezzel ekvivalens a < n — 1 < b is teljesiil. Mivel P € Pp, esetén

acy
IS
N
Xw
N
=
||
~
=
|
=
&
I

[0}
A
2 @

| e

gy F71(2) S < F'(1-2) (&= o <2min{ F(x?),1 — F(x*) }) elfogadasi
tartoméannyal « terjedelmi probat kapunk.

A H,: 0 < o0y ellenhipotézis teljesiilésekor y? varhatéan kritikus mértékben ki-
sebb n — 1-t6l. Azaz az elfogadési tartoméany y* > c alaki, ahol 0 < ¢ < n— 1. Mivel

P € Py,ra

igy P(x? > ¢) = 1 — a esetén ¢ = F~1(a) > 0. Erre teljesiil, hogy ¢ < n — 1, mert
0,5 < F(n —1). Tehat igy x* > F~!(a) (<= a < F(x?)) elfogadasi tartomannyal
a terjedelmd probat kapunk.

Ha H,: o > oy teljesiil, akkor y? varhatoan kritikus mértékben nagyobb n—1-t6l,
azaz az elfogadasi tartomany x? < d alaku, ahol d > n — 1. Mivel P € Py,-ra

igy P(x* <d) =1—aesetén d = F~1(1 — a). Méasrészt ekkor F(n — 1) < 0,7 miatt
0 < a<03esetén d > n — 1. Tehat igy x* < F7 (1 —a) (<= a < 1- F(x?)
elfogadasi tartoménnyal « terjedelmi probat kapunk. Ez az Ggynevezett khi-négyzet

proba.

5.2.7. Statisztikai proba exponencialis eloszlas paraméterére

5.19. Feladat. Legyen £ € Exp()), ahol A ismeretlen. Legyen Ay € R, rogzitett és

&1, ..., &, a &-re vonatkozd minta. A

Hoi)\:)\o
Hli)\#)\o

hipotézisekre adjon adott a terjedelmi probat. A feladatot oldja meg
Hi: A< )\ illetve Hy: X> A

egyoldali ellenhipotézisekre is.
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Megolddas. A X intervallumbecslésénél lattuk, hogy Hy esetén
v = Aoné € Gamma(n; 1).

Mivel € az Ey = % torzitatlan becslése, igy a Hi: A # Ay (<= n # )\oin) ellen-
hipotézis teljesiilésekor v varhatéan kritikus mértékben messze van n-t6l. Azaz az
elfogadasi tartomany a < v < b alaka, ahol 0 < a < n < b. A tovabbiakban legyen
F ~ Gammal(n; 1). Tegyiik fel, hogy P € Py, esetén

P(y<a) = Fla) = 3,
P(y>8)=1-F(b) = 3.
azaz a = F71($) > 0¢ésb=F'(1—%). Mivel 0,5 < F(n) < 0,7 (lasd a gamma-
eloszlas leirasanal talalhato lemmat), igy § < F(n) < 1 — § biztosan teljesiil. Ezért

az ezzel ekvivalens a < n < b is teljestil. Mivel P € Pp, esetén
P(a<7<b):F(b)—F(a):1———%:1—a,

gy F71(2) < v < F'(1-9%2) (= a < 2min{F(y),1 — F(7)}) elfogadasi

tartoméannyal « terjedelmi probat kapunk.

A Hi: A < X (< n < Aosn) ellenhipotézis teljesiilésekor v (ellentétben a
korabbi probakkal) varhatoan kritikus mértékben nagyobb n-t6l. Azaz az elfogadési

tartomany vy < c alakd, ahol ¢ > n. Mivel P € Py,-ra

igy P(y < ¢) =1—aesetén ¢ = F71(1 — a). Masrészt ekkor F'(n) < 0,7 miatt
0 < a<0,3esetén ¢ > n. Tehat igy v < F71(1 —a) (&= a < 1— F(7)) elfogadasi

tartoméannyal « terjedelmi probat kapunk.

A Hy: X > X (< n > Xosn) ellenhipotézis teljesiilésekor v (ellentétben a
korabbi probakkal) varhatoan kritikus mértékben kisebb n-t6l. Azaz az elfogadési
tartomany v > d alakd, ahol 0 < d < n. Mivel P € Pg,-ra

P(y=d) =1-F(d),

igy P(y > d) = 1—a esetén d = F~'(a) > 0. Erre teljesiil, hogy d < n, mert
0,5 < F(n). Tehat igy v > F'(a) (<= a < F(v)) elfogadasi tartoméannyal «
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terjedelmi probat kapunk.

5.20. Megjegyzés. Vigyazzunk arra, hogy itt a egyoldali ellenhipotézisek esetében
forditva vannak az elfogadasi tartomanyok, mint a korabbi probaknal. Ennek meg-
felelGen valtozik az is, hogy kétoldali ellenhipotézisnél meghozott dontés ismeretében
mik lesznek a egyoldali ellenhipotézisekre a dontések. Ezt a kovetkezd tablazatban

foglaljuk Ossze:

Hy: A=) Hy: M# o
Hy-t elfogadjuk Hy-t elutasitjuk
1> F-8) < F)

Hi: A< X Hy-t elfogadjuk Hy-t elfogadjuk Hy-t elutasitjuk
Hi:XA> )\ Hy-t elfogadjuk Hy-t elutasitjuk Hy-t elfogadjuk

A tablazat ugy is értelmezhets, hogy F7' (£) <7 < F7'(1—%) esetén A = A,

2
v < F1 (%) esetén \ > )\, illetve v > F~! (1 — %) esetén A\ < Ao mellett dontiink

« terjedelemmel.

5.2.8. Statisztikai proba valészintiségre

5.21. Feladat. Legyen ¢ € Bin(1;p), ahol p ismeretlen. Legyen 0 < py < 1 rogzitett

és &1, ...,&, a -re vonatkozo minta. A
Ho:p=npo
Hy:p# po

hipotézisekre adjon adott « terjedelmi probat. A feladatot oldja meg
Hy:p<py illetve Hi:p>pg
egyoldali ellenhipotézisekre is.

5.22. Megjegyzés. Ha A egy esemény és £ = 14, akkor £ € Bin(1; p), ahol p az A valo-
szintisége. Ezért a feladat ugy is megfogalmazhato, hogy adjon az el6z6 hipotézisekre

a terjedelmtd probat, ahol p egy esemény valdszintisége.

Megoldas. Ismert, hogy ha H, igaz, akkor
né € Bin(n; po).
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Ha ¢ egy esemény indikatorvaltozoja, akkor né az esemény bekovetkezéseinek a
szamat jelenti n kisérlet utan. Mivel € a p torzitatlan becslése, ezért Hy: p # po
esetén & varhatoan kritikus mértékben eltavolodik po-tol. Igy ekkor az elfogadasi
tartoméany a < nf < b alakid, ahol a,b € Nés 1 < a <npg <b<n-—1. Az
1 <aésb<n—1 feltételek azért kellenek, hogy a kritikus tartomanyban né < a
illetve n€ > b ne legyenek lehetetlen eseményeck. Keressiik meg a legkisebb a illetve

b pozitiv egész szamokat, melyekre P € Py, esetén teljesiil, hogy

P(nE <) = 35 (b1 — o) > 5,
_ b
P(nE <) = 3. (b1~ > 15

Az igy definialt a és b esetén, ha P € Py, akkor

b . . a—1 ) '
= ;} (?)p%)(l — po)”*’ — ;} (?)p%)(l _po)nﬂ >1—a,

igy ilyenkor a <

né < b elfogadasi tartoméannyal o terjedelmt probat kapunk. Az
I1<a<npy<b<n—

1 feltétel mindig teljesithets a és n alkalmas megvalasztésaval.

Hy: p < pg esetén € varhatoan kritikus mértékben pg alatt van, azaz az elfogadasi
tartomany né > c alaku, ahol ¢ € N és 1 < ¢ < npy. Legyen ¢ a legkisebb pozitiv
egész, melyre P € Py, esetén teljesiil, hogy

P(né <c) = g(?)pé(l — o))" > a.

Az igy definialt ¢ esetén, ha P € Py,, akkor

—_ n . . C_l . .
P(nE > o) = - (Jph(1 =) =1 = % (Jpb(1 — )" > 10,
<a

azaz n€ > c elfogadasi tartomannyal o terjedelmt probat kapunk. Az 1 < ¢ < npg

feltétel itt is mindig teljesithetd a és n alkalmas megvalasztasaval.

Hy: p > po esetén € varhatoan kritikus mértékben py felett van, azaz az elfogadasi

tartomany né < d alaki, ahol d € N és npy < d < n—1. Legyen d a legkisebb pozitiv
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egész, melyre P € P, esetén teljesiil, hogy

P(nE <d) = . ()ph(1—po) i > 1—a.

i=0
Ekkor tehat né < d elfogadasi tartomannyal o terjedelmt probat kapunk. Az npy <
< d < n—1 feltétel itt is mindig teljesithets o és n alkalmas megvalasztasaval.

Az els6 két ellenhipotézisnél azért nem tugy valasztottuk a kritikus értékeket,
hogy az elfogadési tartomany valoszintisége Hj esetén 1 — a-val egyenld is lehessen,
mert egyrészt ez csak ritkan érhetd el az eloszlas diszkrétsége miatt, masrészt ekkor

Excellel nehezebben tudnank szamolni.

Ha n elég nagy, akkor az elébbi kritikus értékek kiszamolasahoz hasznalhatunk
egyszertibb kozelité formulat is. Ehhez sziikségiink lesz az ugynevezett folytonossagi

korrekciora.

Folytonossagi korrekcié. Ha a min{np,n(1 — p)} > 10 feltétel teljesiil, akkor
F ~ Bin(n;p) és G ~ Norm (np; \/W—p)> jeloléssel F'(z) értékét nagyon
jol kozeliti G(z). Legyen z € N. Ekkor a kovetkezd abrardl lathato, hogy az F
lépesGssége ¢s a G folytonossaga miatt G(z — 5) még pontosabban megkézeliti F(z)

értekét.

Tehat o € Bin(n;p) és z € N esetén

_1_
Plo<z)~® Fe W , illetve
np(1 —p)

1_1_ _|_l_
p@gz)_p@q“)g@(” z"p>_q>(ﬂ>

np(1 —p)
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kozelitések mar nagyon jonak tekintheték. Peéldaul, ha n = 100, p = 0,4, akkor
10 < mp = 40 < n(1l — p) = 60 teljestil, ezért hasznalhatjuk a kozelitést. Példaul
P (o < 30) értéke kozelitdleg

o (30 1—40
V4006 /)7
ami 6t tizedesjegyre kerekitve 0,02624. Ha nem hasznéljuk a folytonossagi korrekciot,

akkor a
o 30+1—40
1/40 - 0,6
értéket kell hasznalni kozelitésnek, amely 6t tizedesjegyre kerekitve 0,03310. Ossze-

hasonlitasként P(p < 30) igazi értéke 0,02478 6t tizedesjegyre kerekitve. Ebbél jol
lathato, hogy a folytonossagi korrekcioval pontosabb kozelitést kaptunk.

5.23. Feladat. Az el6z6 megoldasban felirt kritikus értékekre adjunk kozelits kép-

letet min{ npy,n(1 —po) } > 10 esetén, a folytonossagi korrekciot alkalmazva.

Megoldds. Az el6z6 megoldas jeloléseit fogjuk hasznalni. Az elbbiek miatt

a+%—np0> o

Pné <a)~®
o< ( npo(1 — po)

melybdl — figyelembe véve, hogy a € N és als6 kritikus értéket jelent — kapjuk, hogy
1 —1
h(x) := npy — 5 + v/ npo(l —po)®~ ()

jeloléssel a ~ [h(%)} Hasonléan kapjuk, hogy b ~ [h(l - %)} +1, ¢ = [h(a)] és
d~[h(l—-a)]+1.

5.3. Nemparaméteres hipotézisvizsgalatok

A kovetkezdkben, ha nem irjuk ki kiilon az ellenhipotézist, akkor az mindig a null-
hipotézis negaltjat jelenti. Az itt taglalt illeszkedés-, fiiggetlenség- és homogenités-
vizsgalatokat khi-négyzet probdaknak is nevezik, mert a probastatisztika mindegyik

esetben hasonlo szerkezetd aszimptotikusan khi-négyzet eloszlasi.
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5.3.1. Tiszta illeszkedésvizsgalat

5.24. Feladat. Legyen A, ..., A, egy teljes eseményrendszer és p,...,p, € R,
ahol p1 + - - + p, = 1. Készitsiink a

H0: P(Al) = Di (Z: 1,...,7“)

nullhipotézisre a terjedelmi probat, ahol P a valodi valoszintiséget jelenti.

Megoldas. Jeldlje o; az A; esemény gyakorisagat n kisérlet utan, és legyen
T

X2 — Z (Qi - npi) '

n .
i=1 pi

H, teljesiilése esetén y? varhatoan nem tavolodik el kritikus mértékben 0-tol, igy az
elfogadasi tartomény x? < a alaku, ahol @ > 0. Ismert, hogy min{ gy,..., 0, } = 10

teljesiilése esetén

ahol P € Py, és F ~ Khi(r — 1). (A bizonyitast lasd pl. Fazekas I. |2, 161-162. ol-
dal].) Igy P(x? < a) = 1—aesetén a ~ F~}(1—a). Tehat x> < F7(1—a) (<= a <
< 1— F(x?)) elfogadasi tartoménnyal kozelitéleg o terjedelmii probéat kapunk.

5.25. Feladat. Legyen £ egy ismeretlen eloszlast valoszintiségi valtozo és Fj egy

rogzitett eloszlasfiiggvény. Készitsiink a
Hy: P(§ <) = Fy(z) (xr € R)

nullhipotézisre o terjedelmii probat, ahol P a valédi valészintiséget jelenti.

Megoldds. Ha £ diszkrét valoszintiségi valtozo { 1, za, ... } értékkészlettel, ahol 27 <

< x9 < ..., akkor valasszuk meg a
ko =0< bk <ky<-- <k,

egész szamokat ugy, hogy az A; = {ak,_, 11 < £ < xy, } események teljes ese-
ményrendszert alkossanak, tovabbé ezek o; gyakorisaga a &-re vonatkozd n elemti
mintarealizaci6 alapjan legalabb 10 legyen minden ¢ = 1,...,r esetén.

Ha & nem diszkrét valoszintiségi valtozo, akkor valasszuk meg az

g = —00 < a1 <Ay <+ < Qpo1 < Ap =0
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valos szamokat tgy, hogy az A; := {a,-1 < £ < a; } események o; gyakorisdga
a &-re vonatkozd n elemd mintarealizacio alapjan legalabb 10 legyen minden i =
= 1,...,r esetén. Ugyeljiink arra, hogy az a; osztépontok fiiggetlenck legyenek a
mintarealizaci6 elemeitdl.

Ezutan p; :== P(4;) (P € Py,) jeloléssel legyen

Ha Hy igaz, akkor H} is az. Igy az el6z6 feladat megoldasabol lathato, hogy Hy

o Z (0i — ﬁpi)z

n
i=1 pi

teljestilése esetén

aszimptotikusan r — 1 szabadsagi foku khi-négyzet eloszlasu. Ebbdl kapjuk, hogy
F ~ Khi(r — 1) jelsléssel és x> < F71(1 —a) (<= a < 1 — F(x?) elfogadasi

tartoméannyal, Hy-ra kozelitSleg o terjedelmi probat kapunk.

5.3.2. Becsléses illeszkedésvizsgalat

A tiszta illeszkedésvizsgalatban azt vizsgaltuk, hogy egy valdszintiségi valtozonak mi
lehet az eloszlasa. Azonban legtobb esetben elég csak azt megmondani, hogy melyik
eloszlascsaladba tartozik (egyenletes, normalis, Poisson, stb.). Ilyenkor hasznéljuk a

becsléses illeszkedésvizsgalatot.

5.26. Feladat. Legyen v € N, © C R, © # (). Jeloljon Fy eloszlasfiiggvényt
minden ¥ = (J4,...,9,) € © esetén. Legyen az a nullhipotézis, hogy az ismeretlen

eloszlasu € valoszintségi valtozo az { Fy : 0 € O } eloszlascsaladba tartozik, azaz
Hy: P(§ <z) = Fy(x) (x € R) valamely ¥ € © esetén.

Készitsiink erre a nullhipotézisre a terjedelmii probat, ahol P a valodi valoszintiséget

jelenti.

Megoldds. Elészor konstrualjuk meg az Ay, ..., A, teljes eseményrendszert a tiszta
illeszkedésvizsgalatban leirtak szerint, és jelolje o; az A; esemény gyakorisagat n ki-
sérlet utan. Ezutan H, feltételezésével szamoljuk ki ¥; maximum likelihood becslését,
melyet jelolion 9;. Legyen o := (1/9\1, o ,1/9\1)), pi == P3(A;), tovabba

i B npz

n
=1 pz
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Bizonyithato, hogy ha H, igaz, akkor y? eloszlasa r — 1 — v szabadsagi foku khi-
négyzet eloszlashoz konvergal n — oo esetén. (A bizonyités az ugynevezett likelihood
hényados hatéareloszlasaval hozhato kapcsolatba, mi nem végezziik el. Lasd példaul
Terdik Gy. [16, 91-93. oldal].) A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy F' ~ Khi(r—1—v)
jeloléssel

P(x? < ) ~ F(x).

A kozelités mar jonak tekinthets, ha min{ oy, ..., 0, } = 10.

Igy hasonloan a tiszta illeszkedésvizsgalathoz kapjuk, hogy Hp nullhipotézisre
< F'1—-a) (<= a<1-F(x?) elfogadasi tartomannyal kozelitSleg a terje-
delmtd probat kapunk.

5.3.3. Fiiggetlenségvizsgalat

A kovetkezd feladatban két teljes eseményrendszer fliggetlenségét vizsgaljuk.

5.27. Feladat. Legyen A;,..., A, és By,..., B, két teljes eseményrendszer. Készit-
siink a
P(AZQB]) :P(AZ)P<B]) (Z: 1,...,7”, j: 1,,8)

nullhipotézisre a terjedelmi probat, ahol P a valodi valoszintiséget jelenti.

Megoldds. Legyen k; illetve l; az A; illetve B; gyakoriséga n kisérlet utan. Ekkor
P(4,) illetve P(B;) maximum likelihood becslése % 1lletve . Ez Gsszesen (r — 1) +

+ (s — 1) darab fiiggetlen becslést jelent a ky + -+ -+ k, =nésly+---+1ls =n
ke L

feltételek miatt. Legyen pj; := 2 - 2 és
Qz] nng l . - an] i j
PP Tk D D) Dhey W
=1 j=1 =1 j=1

ahol g;; az A;,NB; esemény gyakorisidga n kisérlet utdn. A gyakorisagokat a kovetkezd

ugynevezett kontingencia tabldzatba szoktak 6sszefoglalni.

By, By ... B,
Ao 012 .. 015 | k1
Ay | on 022 ... 02| ko
Ar Or1 Or2 L Ors kr

ll l2 lS n
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A becsléses illeszkedésvizsgalatnal elmondottak szerint, ha Hy igaz, akkor x? elosz-
lasars—1—(r—1)—(s—1) = (r—1)(s—1) szabadsagi foku khi-négyzet eloszlashoz
konvergél n — oo esetén. Innen az eddigiekhez hasonléan, ha p;; > 10 minden 4, j
esetén és F' ~ Khi((--1)(s-1)), akkor a Hy nullhipotézisre x* < F71(1—a) (< a <
<1 - F(x?)) elfogadasi tartoméannyal kozelitéleg o terjedelmii probéat kapunk.

5.28. Feladat. Legyen (£, 7) kétdimenzios valoszintségi vektorvaltozo. Az erre vo-

natkozo (&1,m), - - ., (§n, mn) minta alapjan készitsiink a
Hy: & és n fliggetlen
nullhipotézisre a terjedelmi probéat.

Megoldds. Konstrualjuk meg a &1, ..., &, illetve az nq, ..., n, mintadkra az Ay, ..., A,
illetve By, ..., B teljes eseményrendszereket a tiszta illeszkedésvizsgalatban leirtak

szerint. Ezutan legyen
H(/) P(AZQB]) :P(AZ)P(B]) (’L: ].,...,7”, j: ].,,S)

Ha H, igaz, akkor H} is az. Igy az el6z6 feladat megoldasabol kapjuk, hogy Hy

teljesiilése esetén
T S

1 (noij — kil;)?
= D ng]kilj J

i=1 j=1
eloszlasa (r—1)(s—1) szabadséagi foka khi-négyzet eloszlashoz konvergal, ha n — oo.
Innen F' ~ Khi((r—1)(s—1)) jeldléssel, a Hy nullhipotézisre x* < F~1(1—a) (< a <
<1 - F(x?)) elfogadasi tartomannyal kozelitéleg o terjedelmt probat kapunk.

5.3.4. Homogenitasvizsgalat

5.29. Feladat. Legyenek & és n fiiggetlen valoszintiségi valtozok. Az ezekre vonat-

koz6 &1, ..., &, illetve ny, ..., n,, mintdk alapjan készitsiink a
Hy: & és n azonos eloszlast

nullhipotézisre a terjedelmi probat.

Megoldds. Valasszuk meg az

Cop = — 00 < << <G <Cp ' =0
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valos szamokat ugy, hogy a £ € C; := [¢;_1,¢;) esemény k; gyakorisaga illetve az
n € C; esemény [; gyakorisaga a mintarealiziciok alapjan legalabb 10 legyen minden
1=1,...,7r esetén.

Most tegyiik fel, hogy Hj teljesiil. Ekkor van olyan ( valoszintiségi valtozo, amely-
re vonatkozolag &1, ..., & M, - -+, My €8Y N1 + No elemd minta.

Jelentse A; azt az eseményt, hogy ¢ € C;. A B illetve B, jelentse azt, hogy
a mintavétel &-re illetve n-ra vonatkozik. De Hy esetén az, hogy ( € C; teljesiil-e,

fiiggetlen attol, hogy a mintavétel valojaban &-re vagy n-ra tortént. Igy ekkor

is teljesiil. Erre alkalmazhatjuk a fiiggetlenségvizsgalatban leirtakat a kdvetkezd kon-

tingencia tablazattal:

Al ]Cl ll kl + ll
Ao | ky Iy | Ko+ 1o
A | ke L | R+

nq N9 sl + N9

Ekkor tehéat

X2 — nlinQ zj:l (((n1+n2)ki_(ki+li)n1)2 + ((n1+n2)li_(ki+li)n2)2> _

: (ki+1i)n1 (ki+1i)na2
2
r ki L
ny no
= N1n2 T———
2+,

aszimptotikusan (r —1)(2 — 1) = r — 1 szabadsagi foku khi-négyzet eloszlasu. Tehat
F ~ Khi(r—1) jeléléssel, a Hy nullhipotézisre x? < F71(1—a) (<= a < 1-F(x?))
elfogadasi tartoménnyal kozelitSleg a terjedelmi probat kapunk.

5.3.5. Kétmintas elGjelpréba

5.30. Feladat. Legyen (£, 1) kétdimenzios valoszintségi vektorvaltozo. Az erre vo-

natkozo (&1,m), .., (§n, mn) minta alapjan készitsiink a
1
Hy: P(§>n) = 5
1
Hy: P(§>n) # 5
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hipotézisekre a terjedelmt probat, ahol P a valodi valoszintiséget jelenti. A feladatot
oldja meg

Hi: P(¢>n) <= illetve Hy: P(€>n) >

N —
N =

egyoldali ellenhipotézisekre is.

Megoldas. Bar a feladatot a nemparaméteres hipotézisvizsgalatokban targyaljuk,
egyértelmi a kapcsolata a valoszintiségre vonatkozo statisztikai probaval, A := {£ >

> 1 } és po = 5 valasztassal. Legyen

n
B = Z Leisn,,
=1

azaz az A esemény gyakorisaga, vagy ha tgy tetszik, azon esetek szama, amikor & —n;
elgjele pozitiv (innen a proba neve). Ha Hj teljesiil, akkor B € Bin(n; %) Legyenek

az a, b, c, d szamok a legkisebb olyan pozitiv egészek, amelyekre teljesiilnek, hogy

““/n\ 1 o
Z(>2—>§

b n\ 1
;(Jz—n%—a
““/n\ 1
>(5)z e

d 1

1=0

Ekkor a valdszintiségre vonatkozo statisztikai probanél leirtak szerint

1

Hy: P(§>77)7é§eseténa<B<b,
1

Hi: P({>n) < §eseténB>cés
1

H: P(£>n)>§eseténB<d

elfogadasi tartomannyal « terjedelmd probat kapunk. A kritikus értékek kiszamo-
lasanal itt is alkalmazhatdé n > 20 esetén a folytonossagi korrekcioval megadott

kozelits szamités. Eszerint

h(z) == (n—14+y/nd® '(z))

1
2
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jeloléssel a ~ [h($)], b~ [h(1—%)] +1, c = [h(e)] és d ~ [h(1 — )] + 1.

5.3.6. Kolmogorov —Szmirnov-féle kétmintas préba

5.31. Tétel (Szmirnov-tétel). Legyenek & és n figgetlen valdszindségi vdltozok, a
rajuk vonatkozo mintdk &1, ..., &y €S M, ... N, illetve a nekik megfeleld tapasztalati
eloszldsfiigguények F és G). Ha §-nek és n-nak azonos az eloszldsfiigguénye €s az

folytonos, akkor minden z € R, esetén
lim P( Zsup |F(x) — G, (x <z) =1+2 —1)ie ¥,
lim P(/Fsup | F @) - Gi(o) >

A bizonyitést lasd példaul Fazekas 1. |2, 194. oldal.

5.32. Megjegyzés. A Szmirnov-tétel feltételeivel

P<\/§Sup |Fy(x) — Gr(x)| < z) ~1+ 22(_1)i6—2i2z2
zeR —

kozelités mar jonak tekinthetd, ha n > 30.
A \/Tsup,cg | Fi(x) — G ()| pontos eloszlasa is ismert (lasd pl. Fazekas I. [2,
191. oldal]), melybdl n < 30 esetén is tudunk probéat konstrualni. Mi ezzel az esettel

nem foglalkozunk.

5.33. Feladat. Legyenek ¢ és n folytonos eloszlasfiiggvényt fiiggetlen valoszintiségi
valtozok. Az ezekre vonatkozo &, ..., &, illetve ny,...,n, (n > 30) mintédk alapjan
készitsiink a

Hy: & és n azonos eloszlasiu

nullhipotézisre a terjedelmi probat.

Megoldas. Legyenek a &-re illetve n-ra vonatkoz6é mintdkhoz tartozo tapasztalati

eloszlastiiggvények F illetve G}, tovabba legyen

D= /gsup|F(x) — GL(a).

Ha Hjy nem teljesiil, akkor D varhatoan kritikus mértékben eltavolodik 0-to6l. Ezért
az elfogadési tartoméany legyen D < z alaki, ahol z € R,. A Szmirnov-tétel szerint
P € Pp, és n > 30 esetén

P(D < z)~ K(2) (z €R,),
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ahol

D<K '1-a) (= K(D)<1-a)

elfogadasi tartomannyal koriilbeliil « terjedelmd probat kapunk.

5.3.7. Kolmogorov —Szmirnov-féle egymintas préba

A matematikai statisztika alaptétele a tapasztalati eloszlasfiiggvény konvergenciédja-
ol szol, de a konvergencia sebességérdl nem ad informaciot. A kovetkezd Kolmogo-

rovtol szarmazo tétel ezt a hidnyt potolja, melyet itt bizonyitas nélkiil kozliink.

5.34. Tétel (Kolmogorov-tétel). Legyen a & valdsziniségi vdltozé F eloszldsfiiggué-
nye folytonos. A £-re vonatkozo minta legyen &1, ..., &, €s a neki megfeleld tapasz-

talaty eloszlasfiggvény F. Ekkor minden z € R, esetén

n—oo zeR

lim P(\/ESUP |F:($) - F(ac)\ < z) =1+ 22(_1)167%222'
=1

5.35. Megjegyzés. A Kolmogorov-tétel feltételeivel

P<\/ﬁsup |F¥(z) — F(x)] < z) ~ 1+ 22(_1)i6_2¢2zz
rz€R P

kozelités mar jonak tekinthetd, ha n > 30.

5.36. Feladat. Legyen ¢ folytonos eloszlasfiiggvényt valoszintiségi valtozo. Az erre

vonatkozo &1, ..., &, (n > 30) minta alapjan készitsiink a
Hy: ¢ eloszlasfiiggvénye F
nullhipotézisre a terjedelmi probét.

Megoldas. Legyen a tapasztalati eloszlasfiiggvény F¥, tovabba legyen

D= asup|F;(x) - F(x)].

zeR
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Ha Hy nem teljesiil, akkor D varhatoan kritikus mértékben eltavolodik 0-tol. Igy a

kétmintés esethez hasonléan kapjuk, hogy
D<K '1-a) (= K(D)<1-a)

elfogadasi tartomannyal koriilbeliil « terjedelmi a préba, ahol
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6. Regresszioszamitas

6.1. Regresszios gorbe és regresszios feliilet

Jelentse 1 a Duna egy arhullamanak tet6z6 vizéllasat Budapesten cm-ben, & az ar-
hullamot kivalté csapadék mennyiségét mm-ben és & a Duna vizéllasat Budapestnél
az esOzés kezdetekor cm-ben. Joggal gondolhatjuk, hogy & és & értéke erGsen be-

hatarolja az n értékét. Keressiink olyan g fiiggvényt, melyre teljesiil, hogy

n = g(&1, ).

Az eltérés mértéke legyen

E(n - g(6.6))",

hasonléan a D? ¢ = E(¢ —E €)? szorasnégyzethez, ami a € és E € eltérésének mértéke.
Ha sikeriilne olyan ¢ fiiggvényt talalni, amelyre E(n —g(&, 52))2 a lehets legkisebb,
akkor & és & mérésével kozelitGleg meg lehetne josolni 1, azaz az arhullam tetézé-
sének mértékét.

Altalanositva, ha az 1, &, ..., &, valoszintiségi valtozok esetén az a feladat, hogy

adjuk meg a lehetd legjobb
n=~g(&- &)

kozelitést ado g fliggvényt, akkor az ugy értendd, hogy az

E(U - g(flv s 7§/€))2

értékét kell minimalizalni. Ez az ugynevezett legkisebb négyzetek elve. Az igy kapott

g tovabba &, ..., & ismeretében megbecsiilhetd lesz 7.
6.1. Tétel. Legyenek n, &1, ..., & valdszintségi vdltozok és En? < oco. Az dsszes

g: R¥ — R Borel-mérhetd fiigguvényt figyelembe véve E(n (ST ,fk))z akkor a
legkisebb, ha
g(gla' .. 751@) = E(’? ‘ 517' .. 751@)

Bizonyitds. Legyen pi:=n—E(n|&,....&) sv:=En|&,..., &) —g(&, ..., &)
Ekkor

B(n—g(&,...&))" = Blu+v)? = Ep* + 2E(uw) + Ev* >
>Ep’ +2E(w) =Ep* +2E(EWw | &,....&)) =
=Ep*+2E(vE]| &,....&)),
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masreészt

E(p] &, &)

E(TI—E(U’&;--wfk)|§1,---7§k)=
E(m|&,....&) —EE®0 | &, &) [ &, &) =
Em [ &, &) —EMm|&, ..., &) =0.

Tgy kapjuk, hogy

E(n—g(&,....&) > E2=E(n—E@n|&,....&))",

melybdl adodik az allitas.

6.2. Definicio. Ha n, &, ..., & valoszindségi valtozok, & értékkészlete Re, (i =
=1,...,k) és En? véges, akkor a

g: Rey X -+ X Rey, = R, g(xq,...,25) =E(n| & =21, , & = x)

fiiggvényt az n valoszintiségi valtozo (&1, . . ., & )-ra vonatkozo regresszids feliiletének,
illetve ennek meghatérozasat regresszidoszamitisnak nevezziik. Specidlisan k£ = 1

esetén regresszios gorbérdl beszéliink. Ha a regresszios feliilet linearis fiiggvénnyel
irhato le, akkor azt k = 1 esetén (elsdfaji) regresszids egyenesnek, mig k = 2 esetén

(elséfaji) regresszids siknak nevezzik.

6.3. Megjegyzés. Ismert, hogy (1, &1, ..., &) € Normyq(m; A) esetén léteznek olyan
ai,...,ar € R konstansok, hogy E(n | &,...,&) = a1& + -+ + agg. Tehéat ha
(n,&1, ..., &) valoszintiségi vektorvaltozo normaélis eloszlasu, akkor a regresszios fe-

lillet egy lineéris fliggvénnyel irhato le.

6.2. Linearis regresszio

Ha (n,&1, ..., &) nem normalis eloszlasu, akkor a legtobb esetben a regresszios feliilet
meghatarozasa igen bonyolult probléma. Ilyen esetekben azzal egyszertisithetjiik a

feladatot, hogy E(n — g(&, . .. ,fk))Q minimumét csak a
g(x1,...,xx) = ag + a1x1 + - - + agzk (ag,ay,...,ar € R)

alaki — azaz linearis — fiiggvények kozott keressiik. Ezt a tipust regresszioszamitast
linedris regresszionak nevezziikk. A feladat megoldésaban szerepl§ ayg,. .., a; kons-

tansokat a linedris regresszio egytitthatoinak nevezziik.

121



A lineéris regresszioval kapott ¢ fliggvényt k = 1 illetve k = 2 esetén mdsodfaju
regresszios eqyenesnek illetve mdsodfaji regresszios siknak nevezzik.
Kérdés, hogy egyaltalan van-e megoldasa a linearis regresszios feladatnak. Erre

ad feleletet a kovetkezd tétel.

6.4. Tétel. Legyen & = 1, En? € R, E(n&) € R, E(&&) € R (4,5 = 0,...,k),

tovdabbd az

E(&é0) E(&&1) - E(&oé)
R E(G&%) E(G&) o E(Gé&)
E(&éo) E(&k&1) - E(Skér)
mdtriz pozitiv definit, azaz minden bal felsd sarokdetermindnsa pozitiv. Ekkor a li-
nedris regresszionak pontosan egy megolddsa van, nevezetesen azon g(xi,...,xy) =

=ag+ a1x1 + - - - + apxy fligguény, melyre

a0 — det Rz
" detR

(i=0,....k),

ahol az R; madtrizot ugy kapjuk, hogy az R madtriz i-edik oszlopdt kicserélyik az r :=
T
= (E(U§0)> s 7E(n€k>) -ra.

Bizonyitds. A feladat azon ag,...,ar € R paraméterek meghatarozasa, amelyek
mellett E(n — ag — a1& — -« -+ — ap&y)? minimalis. Mivel
E(n—ap—ai& — - — &)’ = B(n — aplp — -+ — ay&y.)* =
k k k-1 k
=En’+ Y a?BE& -2 aE0&) +2> > aa; BES),
i=0 i=0 i=0 j=i+1
ezért
DBy g - i~ - 0, =
day n 0 161 ESk) =
=20, B¢ — 2E(n&) + QZ a; E(&i&) =
il
k
=2 a;E(&&) —2E(ng) (1=0,....k).
i=0

Igy azt kapjuk, hogy az

0
a_mE(U—ao—alfl—"'—akfk)2:0 (1=0,...,k)
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egyenletrendszer ekvivalens az
R(ag,...,a;) =7

egyenlettel. Mivel R pozitiv definit, ezért det R > 0, igy a Cramer-szabaly alapjan

ennek pontosan egy megoldésa van, nevezetesen az, amely a tételben fel lett irva.

Legyen
K = 9o E(Tl—ao—a1§1—"'—ak§k)
Qoat (k+1)x (k+1)
Mivel
T By~ ay&)? = 2E(6E)
0al8at n 0 161 ESk) — ISt)s

ezért K = 2R. Ebbdl adédik, hogy K pozitiv definit, azaz a kapott megoldas valoban

minimumhely. Ezzel bizonyitottuk a tételt.

6.5. Megjegyzés. Konnyen lathatod, hogy k = 1 esetén az el6z6 tétel feltételei teljesiil-
nek, ha En? € R, 0 < D*¢; < oo és cov(n, ;) € R. Masrészt ekkor R(ag,a,)" =r

ekvivalens a kovetkez§ egyenletrendszerrel:

Qg +aE& = En,
aOEfl‘f‘alEg% = E(n&1).

Ennek a megoldasa

cov(n, cov(n,
ap=En— (277 £1>E51, G1:—<2n 51)-
D7 & D7 &
Igy a regresszios egyenes egyenlete
COV(% gl) COV(nv 51)
g(z) =En - E&+ —— 7,
@ p’4 T DG
azaz ennek eredményeképpen a tovabbiakban az
cov(n, &) cov(n, 1)
~FEn— E —_—
nebn=—hre &1 D%e, &1

linearis kozelitést lehet hasznalni.

6.6. Feladat. Az E(n —g(&,. .. ,fk))Q minimumat keresse meg azon ¢ lineéris fiigg-
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vények kozott, melyek dtmennek az origon, azaz a
g(z1, ..., x,) = a1x + - - -+ agzg (@1, ..., a € R)

alaku fiiggvények kozott.

Megoldds. Az el6z6 tétel bizonyitasidhoz hasonléan kapjuk a kovetkezs allitast. Le-

gven En? e R, E(n&;) € R, E(&&;) €R (4,5 =1,..., k), tovabba az

E(&i&) E(6Gé) ..o B(Gé)
R E(&é) E(&L) o E(&&)
E(&ké1) E(&&2) - E(&kér)

méatrix pozitiv definit, azaz minden bal fels§ sarokdeterminansa pozitiv. Ekkor a
feladatnak pontosan egy megoldasa van, nevezetesen azon g(zi,...,Tr) = ajx; +

+ -+ + apzy fliggvény, melyre

_det R; (i =
BT detr VT

'7k)7

ahol az R! métrixot ugy kapjuk, hogy az R’ matrix i-edik oszlopat kicseréljik az
= (E(n&),..., E(nfk))T—ra. Specialisan k = 1 esetén a; = %

6.7. Feladat. Legyenek tg, ..., t; € R rogzitett konstansok. Az E(n—g(fl, . ,&))2
minimumat keresse meg azon lineéris g fiiggvények kozott, melyekre teljesiil, hogy
g(t1, ... tg) = to. Ez az Ggynevezett fizpontos linedris regresszid. A megoldast ado g
fliggvényt k = 1 illetve k = 2 esetén fixpontos regresszios eqyenesnek illetve fizpontos

regresszios stknak nevezzik.

Megoldas. Kénnyen lathato, hogy
g(z1,...,78) = ao +a1xy + -+ - + agry (ag,...,ax €ER) és g(ty,...,tx) =to
pontosan akkor teljesiilnek egyszerre, ha
g(x1,...,x8) —to =ay(zy —t1) + -+ - + ap(zr — tr) (a,...,ar € R).

(Vegyiik észre, hogy tog = --- = t;, = 0 esetén az el6z6 feladatot kapjuk vissza.) Igy
az el6z6 feladat megoldasédban n, &y, ..., & helyébe n — to, & — tq, ..., & — tg irva,
adodnak a feltételnek eleget tevés aq, ..., a; egyiitthatok.
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6.3. A linearis regresszi6 egyiitthatéinak becslése

Az el6zGekben a lineéris regresszio egylitthatoit az n, &1, . . ., & valoszintiségi valtozok
és azok kapcsolatanak ismeretében hataroztuk meg. Ezekrdl viszont a gyakorlatban
csak nagyon ritkan van elegendd informacionk. Igy ekkor az (1,1, .. ., & )-ra vonat-

koz6 minta alapjan kell ezeket az egyiitthatokat megbecsiilni. Legyen ez a minta

iy &iny ooy &ik) 1=1,...,n.

Bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket:

a:=(ag,...,a)"
Y= (..,
L & oo Sk
X 1 5?1 f?k
A becslés alapja az, hogy az E(n — ag — a1&; — -+ - — apéy)? varhato értéket az
1< )
o Z(m —ag —a&n — - — ardix)
i=1

atlaggal becsiiljiik. Vegyiik észre, hogy ez az atlag ||Y — Xa||* alakban is frhato,
ahol ||(vy,...,v.)"|| = /o3 +---+v2 a (v1,...,v,)" oszlopvektor hossza. Igy a

feladat azon a-nak a megtalalasa, amely mellett ||Y — Xa|| minimalis.

Jelolje L az Xa linearis leképezés képterét, amely a {v' : v € R™} vektortér
egy altere. Mivel ||Y — Xa|| az Y és az Xa tavolsaga, ezért ez akkor lesz minimalis,
ha Xa az Y meréleges vetiilete L-re, azaz Y — Xa mer6leges L-re. Ez pontosan
azt jelenti, hogy Y — Xa merdleges Xb-re, minden b, ...,by € R, b= (by,...,bx)"

esetén. Tehét

(X)) (Y — Xa) =0
b'XT(Y — Xa)=0
VXY =b"XTXa
XY =X"Xa
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Az utolso6 lépésben azért hagyhato el b, mert az egyenlet barmely b-re teljesiil. Az
a-ra vonatkozo X 'Y = X T Xa egyenlet az tigynevezett normdlegyenlet, melynek a =
= (@, . .., ax) "-val jelélt megoldasa szolgaltatja a linearis regresszio egyiitthatéinak

becslését. Nyilvan, ha X "X invertalhaté matrix, akkor
o= (X"X)'XTY.
6.8. Példa. Szamolja ki & = 1 esetén a linearis regresszié egyiitthatdinak becslését.

Megoldds. Az (n, & )-re vonatkozdé minta (1;,&1) i =1,...,n,

a = (ao,al)T

YZ(Ul,---aTIn)T

1 &n
|t
1 §n1

Némi szamoléassal kapjuk, hogy az XY = X" Xa normélegyenlet ekvivalens a ko-

vetkez6 egyenletrendszerrel:

G4+ &)ao+ (E + -+ E&Dar = Eam + - + &,
nag+ (§n+ -+ &u)ar =m + -+ .

Ennek megoldasa, és igy az a becslése

~ _  Cov,(n,&)—
o =1 — —g(n 51)517
&1n
~ Covn(na gl)
a] = 52—
&1

Ennek alapjan a tovabbiakban az n ~ @y + a;&; kozelitést fogjuk hasznalni.

6.9. Megjegyzés. Osszehasonlitva az elébb kapott @y és @; becsléseket a kordbban
kapott elméleti értékekkel, azt lathatjuk, hogy tulajdonképpen a varhato értéket
mintaatlaggal, a szorasnégyzetet tapasztalati szorasnégyzettel és a kovarianciat a

tapasztalati kovarianciaval becsiiltiik.

6.10. Feladat. Adjon becslést az (n,&1, ..., &) valoszintségi vektorvaltozora vo-
natkozo (n;,&n,...,&k), @ = 1,...,n minta alapjan a fixpontos linearis regresszio
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egylitthatoira.

Megoldds. A feladat tehat rogzitett to, ..., ¢, € R esetén olyan
g(x1, ..., 2) =to+ai(xy — ) + -+ ar(zr — ) (ar,...,ax €R)

fiiggvényt talalni, melyre

n

Z(m —g(&a, - 75ik>)2

=1

minimaélis. Legyen el6szor to = - - - = tp = 0. Ekkor g(x1, ..., xx) = ay21+ - - -+ agzy,

igy a linearis regresszi6 egyiitthatoinak becsléséhez hasonléan kapjuk, hogy

Y = (nl,...,nn)T

511 v glk
X, — 521 . 5214
fnl <. fnk

jelolésekkel, ha X'T X’ invertalhat6é matrix, akkor
(@,...,a,) = (XTX) XY,

Specialisan k& = 1 esetén

7, = > i S _ Covn(n, &) + &7
2ima&h Seym + 52

igy ekkor az n ~ a;&; kozelitést fogjuk hasznalni.

Tetsz6leges to, ..., t € R esetén a fixpontot transzformaljuk az origora, igy az

el6z6 megoldasban csak annyit kell valtoztatni, hogy

Y = (T]l—to,...777n—t0)T

Su—t .. S — g
Xt §on—t1 ... Sk — g
fnl _tl gnk _tk
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jeloléseket hasznalunk.

6.4. Nemlinearis regresszio

A linearis regresszios kozelités sokszor nagyon durva becslést adhat. k = 1 esetén a

mintarealizaciot jelenté pontok abrézolaséval jol szemléltethets ez a probléma.

0

02 -

04

06 -

08 -

14

-1,2

Itt jol latszik, hogy ebben az esetben ,hiba” lenne linearis regressziot alkalmazni.
Ilyenkor érdemes megtippelni, hogy milyen tipusia fiiggvény kozeliti jobban a kap-
csolatot a linearisnél (hatvany, exponencialis, logaritmus, stb.), majd a regresszios
fiiggvény keresését le kell sztikiteni erre a csoportra.

Néhéany esetben valamilyen transzforméacioval ez a keresés visszavezethets a line-
aris esetre. Most csak ilyen eseteket vizsgalunk, és azt is csak a k = 1 (egyvaltozos)

esetben.

6.4.1. Polinomos regresszio

Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt
Yy =ag+aw+ax® +---+ax” (ag,...,a, €R.)

alakban keressiik. Ekkor az ay, . . ., a, egyiitthatokat az n, &1, &3, ..., &7 kozott végre-

hajtott linearis regresszio adja.

6.4.2. Hatvanykitevss regresszio
Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt
y=ax" (acR,, beR)
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alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy

Iny=Ina+blnz,

igy ekkor Inn és In & kozott linearis regressziot végrehajtva, a kapott ag, a; egytitt-
hatokra teljesiil, hogy ag = Ina, a; = b, azaz

Ebbdl a korabbiak alapjan

@ = exp (Ean 0 - % Eanm) ,
~cov(Inn,In&)
~ D*(Ing&)

Ezen paraméterek becslése, szintén a korabbiak alapjan

Cov,y(Inn, In &)
a = exp (lnn— ov (21”7 ngl)lnfl),
Slnﬁl,n
~  Covy(lnn,In&)
b= 5 )
Slnﬁl,n

6.4.3. Exponencialis regresszio

Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt

y=ab® (a,beR,)
alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy
Iny=Ina+ (Inbd)z,

igy ekkor Inn és & kozott linearis regressziot végrehajtva, a kapott ag, a; egyiittha-
tokra teljesiil, hogy ap = Ina, a; = Inb, azaz



Ebbdl a korabbiak alapjan

a = exp (E(lnn) - %{W Efl) ,
1

b = exp (—COVSI;Z’ &)) )

Ezen paraméterek becslése, szintén a korabbiak alapjan

a = exp (M - —Covnbgnn, 51)g> ;

&1,

- (Covnbgnn,&)> |

&1,m

6.4.4. Logaritmikus regresszi6

Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt
=a+blnzx (a,beR)

alakban keressiik. Igy ekkor 1 és In&; kozott linearis regressziot végrehajtva, a ko-

rabbiak alapjan

cov(n,In&;)
~ DX(In&y)
~ cov(n,In&;)
~ D*Ing&)

CL:En E(1n€1)7

Ezen paraméterek becslése, szintén a korabbiak alapjan

COVn(nv In él) 1 &

a = ﬁ — In 51,
SIQH &in
T COVn (7]7 In 51)
b= —(5—".
Slngl,n
6.4.5. Hiperbolikus regresszio
Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt
L (wbeR)
= a
L - ’
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alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy
-1 _
Yy =a+ bz,

igy ekkor n~! és & kozott linearis regressziot végrehajtva, a korabbiak alapjan

Ezen paraméterek becslése, szintén a korabbiak alapjan

1 COVn(U_I, fl)_

a=mn"" ISP
St
7o Cov,(n~t, &)
Stm
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