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El6szo

Ez a tananyag az egri Eszterhazy Karoly Féiskola matematikai statisztika gyakorla-
taibol késziilt, melyet matematika tanarszakos és programtervezd informatikus hall-
gatoknak szanunk.

AlapvetGen Tomacs Tibor [13] tananyagara épitiink, amelyben az elméleti alapok
talalhatoak meg. Természetesen a két miiben a jeldlések és a szohasznalat is meg-
egyezik, igy itt alkalmazésukkor mar nem ismertetjiik az elméleti részben bevezetett
jeloléseket, csak Osszefoglaljuk a Jeldlések cimi részben.

Ez a tananyag inkdbb szamitogéppel megoldhaté gyakorlatokat, mig az el6bb
emlitett mt, a sziikséges definicidokon és tételeken til, elméleti szamitasokat igényld
feladatokat tartalmaz.

A matematikai statisztika elméletének gyakorlatba vald atiiltetésére mindenek-
el6tt mintarealizaciokra lesz sziikségiink. Ezeket néhany esetben mi fogjuk generélni
szamitogéppel, de lesznek olyan esetek is, amikor adott mintéat kell vizsgalnunk.

A mintagenerdlast és annak statisztikai elemzését is a Microsoft Office Fxcel
program magyar nyelvi valtozataval végezzik. Az Excel alapfoku hasznélatéat is-
mertnek tételezziik fel, ennek ellenére a példék megoldasat olyan részletesen mu-
tatjuk meg, amennyire csak lehet. Itt jegyezziik meg, hogy tovabbi szamos prog-
ramcsomag késziilt statisztikai adatok feldolgozasara (SPSS, SAS, MatLab, Maple,
R-nyelvi statisztikai rutinok, stb.).

Minden fejezet tartalmaz mintapéldakat részletesen megoldva, sok esetben vi-
dedval is bemutatva. A fejezetek végén gyakorlatokat talalhatunk, melyhez sziikség
szerint atmutatot is adunk.

A statisztikdban szokéasos tablédzatokat ebben a tananyagban nem mellékeljiik,
mert az ezekben taldlhato értékeket szamitogép segitségével fogjuk kiszamolni.

A tananyag vége egy Osszefoglalot tartalmaz, melyben megtaldlhaté minden

olyan informacio, amely a példak és gyakorlatok megoldasahoz sziikséges.



Jelolések

Altalanos

A—l

a pozitiv egész szamok halmaza

a valos szamok halmaza

R-nek énmagaval vett n-szeres Descartes-szorzata
a pozitiv valos szamok halmaza

rendezett elempar vagy nyilt intervallum
kozelitsleg egyenls

az xr valds szam egész része

az f fliggvény inverze

az A matrix transzponéltja

az A matrix inverze

Val6szintliségszamitas

P(4)

E¢

D¢, D¢
cov(&,n)
corr(&,n)

Exp()\)
Norm(m; o)
Normg(m; A)
Gamma(r; \)

Khi(s)

az A esemény valoszintisége

& varhato értéke

¢ szorasa illetve szorasnégyzete

kovariancia

korrelacios egyiitthato

a standard normalis eloszlas stirtségfiiggvénye

a standard normélis eloszlas eloszlasfiiggvénye

az A esemény indikatorvaltozdja

az r-edrendd p paraméterd binomialis eloszlasu valoszintiségi valto-
z6k halmaza

a A paraméterd exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozok hal-
maza

az m varhato értékd és o szordsi normalis eloszlast valoszintiségi
valtozok halmaza

az m és A paraméteri d-dimenzios normalis eloszlasi valosziniiségi
valtozok halmaza

az r-edrendid A\ paramétert gamma-eloszlastu valdszintiségi valtozok
halmaza

az s szabadsagi foka khi-négyzet eloszlast valoszintiségi valtozok

halmaza



az s szabadsagi foku t-eloszlasu valoszintségi valtozok halmaza

az S1 és sy szabadsagi foku F-eloszlasu valdszintiségi valtozok hal-
maza

Ha & valoszintségi valtozo, és V a &-vel azonos eloszlasi valoszini-
ségi valtozok halmaza, akkor ez azt jeloli, hogy F' a V-beli valoszi-

niiségi valtozok kozos eloszlasfiiggvénye. Példaul & ~ Norm(0; 1).

Matematikai statisztika

Ey

3

S, S,QL
va"’ SQ,n
A
no Sim
STRRREY
Cov,(&,m)

Corr, (€, 1)
9

HOa Hl

tapasztalati eloszlasfiiggvény

a &-re vonatkozo minta atlaga (mintaétlag)

tapasztalati szorés illetve szorasnégyzet

&-re vonatkozo tapasztalati szorés illetve szorasnégyzet
korrigalt tapasztalati szoras illetve szorasnégyzet

&-re vonatkozo korrigalt tapasztalati szorés illetve szorésnégyzet
rendezett minta

tapasztalati kovariancia

tapasztalati korrelacios egyiitthato

a 1 paraméter becslése

nullhipotézis, ellenhipotézis



1. Mintageneralas

Szamitogépes algoritmussal generalt véletlen szamot pszeudo- vagy dlvéletlennek ne-
vezziik. Példaul az tgynevezett kongruens modszeren alapuld algoritmust n-szer le-
futtatva, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozora vonatkozo
n elemi mintarealizaciot allithatunk els. Ennek az elmélete igen terjedelmes és tul-
mutat ezen mi keretein. (Részletesebben lasd példaul [1, 5, 12].) Itt csak azt fogjuk
részletezni, hogy egyenletes eloszlédsbol hogyan lehet mas eloszlast generalni.
Megjegyezziik, hogy valodi véletlent is hasznalhatunk minta generalésara, a ko-

vetkezd cimen talalhato internetes szolgéaltatassal: http: //www.random. org.

1.1. Egyenletes eloszlas

Excel-ben a fiiggvénnyel tudunk [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi
(pszeudo)véletlen szamot generalni. Ennek a fiiggvénynek az értéke minden esetben
[0, 1)-beli.

1.1. Példa. Generéljon [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasa valoszintiségi valto-

z6ra vonatkozo 20 elemd mintarealizaciot.

Megoldds. Az A1 cellaba irja be, hogy . (Egy képletet mindig = jellel kell
kezdeni.) Ezutan a kitoltGjelet hizza le a 20. sorig. (A kitdltdjel a kijelolés jobb also

sarkaban 1évg fekete négyzet, amire a kovetkezs dbran egy piros nyil mutat.)

A B
1 =VEL() |

2

3

4

A kovetkezd videdn mindezt megnézheti a gyakorlatban.

VIDEO I

A mintarealizaci6é elemeinek rogzitése. Az igy generalt szdmok minden tjra-

szamolasnal megvaltoznak, ami nem kivanatos, hiszen a mintarealizaciot a felada-
tokban rogzitettnek tekintjiik. (Probalja ezt ki az F9 funkciobillenty megnyomé-
saval, melynek hatasara az Excel minden képletet tjraszamol.) A mintarealizacio

elemeinek rogzitéséhez tegye a kovetkezdket:


http://www.random.org
http://tomacstibor.uni-eger.hu/tananyagok/stat/gyak01.avi.html

1. Lépjen az A oszlop fejlécére, nyomja meg a jobb egérgombot, majd valassza a

Madsolds pontot.

2. Lépjen a B oszlop fejlécére, nyomja meg a jobb egérgombot, valassza az Irdnyi-

tott beillesztés pontot, jeldlje be az Ertéket, majd nyomja meg az OK gombot.

3. Lépjen az A oszlop fejlécére, nyomja meg a jobb egérgombot, majd vélassza a

Torlés pontot.

Mindezeket a kovetkez6 videdn is megnézheti:

VIDEO I

A kovetkezd tétel azt mutatja meg, hogy egy [0, 1] intervallumon egyenletes el-

oszlasu valoszintiségi valtozobol hogyan transzformalhatunk tetszéleges [a, b] inter-

vallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozot.

1.2. Tétel. Legyen £ a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi valdszintségi valtozo

ésa,beR, a<b. Ekkor a+ (b— a) az [a,b] intervallumon egyenletes eloszldsii.

Bizonyitds. Legyen £ eloszlasfiiggvénye F, illetve a + (b — a){ eloszlasfiiggvénye G.
Ekkor

G(x):P(a+(b—a)§<x):P(g<’”_a) :F(““) _

b—a b—a
0, ha =2 <0 0, haz <a
=41 ha0< =2 <1=q7"2, haa<z<b

\')—‘
=
o
8
IS
\Y
—_
\_}—‘

hax >0

b—

S]

melybdl adodik az allitas.

1.3. Példa. Generaljon [—2, 5] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi val-

tozora vonatkozo 100 elemd mintarealizaciot.

Megoldds. Az el6z6 tétel alapjan, ha £ a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast
valoszintségi valtozo, akkor —2 + (5 — (—2)){ = —2 4 7€ a [—2, 5] intervallumon
egyenletes eloszlési.

Tehét az A1 celldba frja be, hogy |=-2+7+VEL ()

, a kitoltGjelet hizza le a 100. so-

rig, majd rogzitse a mintarealizaci6 elemeit. Mindez videoén:

VIDEO I

10



http://tomacstibor.uni-eger.hu/tananyagok/stat/gyak02.avi.html
http://tomacstibor.uni-eger.hu/tananyagok/stat/gyak03.avi.html

1.2. Diszkrét egyenletes eloszlas

1.4. Tétel. Legyen £ a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi valdsziniségi vdltozo,
m €N és xy,...,x, € R. Feltessziik, hogy az x;-k mindegyike kiilonbézik a t6bbitdl.

Ekkor x(me1 diszkret egyenletes eloszldsi az {z1,...,2m } halmazon.
Bizonyitds. P(xpng1 = ;) =P(Im&]+1=1i) =P (% <E< %) — %

1.5. Példa. Modellezzen 10 dobast egy szabélyos kockaval. Masképpen fogalmazva,
generéljon az {1,2,3,4,5,6 } halmazon diszkrét egyenletes eloszlasu valoszintségi

valtozora vonatkozo 10 elemd mintarealizaciot.

Megoldds. Az €l6z6 tétel alapjan, ha € a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi
valoszintiségi valtozo, akkor [6€] + 1 diszkrét egyenletes eloszlasa az {1,2,3,4,5,6 }

halmazon. Az egészrész-fiiggvény az Excelben .
Igy Al-be irja be, hogy ’=INT(6*VEL())+1 ‘ Ezutan a kitoltGjelet huzza le a

10. sorig, majd rogzitse a mintarealizécio elemeit.
Az Excel erre a feladatra egy mas megoldast is kinal. Az A1l cellaba az el6bbi
helyett irja be, hogy ’=RANDBETWEEN(1;6) ‘ Mindez videon:

VIDEO I

1.3. Karakterisztikus eloszlas

1.6. Tétel. Legyen £ a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldsi valdszindségi vdl-
tozo €s 0 < p < 1. Ekkor l¢<), karakterisztikus eloszldsi p paraméterrel, ahol 1 az

indikdtorvdltozot jelenti.

Bizonyitds. P(lec, =1) =P(§ <p) =pés P(lec, =0) = P({ > p) = 1 —p, melybdl

kovetkezik az allitas.

1.7. Példa. Figyeljen meg 30 fiiggetlen kisérletben egy 0,4 valoszintiségii eseményt
oly modon, hogy ha bekovetkezik, akkor leirja az 1 szamot, mig ha nem, akkor a
0 szamot. Masképpen fogalmazva, generaljon p = 0,4 paraméterti karakterisztikus

eloszlast valoszintiségi valtozora vonatkozo 30 elemi mintarealizaciot.

Megoldds. Az A1l cellaba irja be, hogy |=HA(VEL()<0,4;1;0) ‘ Nyomjon FEnter-t,
melynek hataséra, ha VEL()<0,4 teljesiil, akkor az eredmény 1, kiilsnben 0. (A

fliggvény leirasat olvassa el az Excel stugojabol.) Lépjen vissza Al-re, ezutan
a kitoltGjelet huzza le a 30. sorig, majd rogzitse a mintarealizaci6é elemeit. Mindez

videon:

11


http://tomacstibor.uni-eger.hu/tananyagok/stat/gyak04.avi.html

VIDEO I

Ismert, hogy r darab fliggetlen p paramétert karakterisztikus eloszlasa valosziniiségi

1.4. Binomidlis eloszlas

valtozd Osszege r-edrendd p paramétert binomialis eloszlasti. Ebbdl kovetkezGen

teljestil a kdovetkezs tétel.

1.8. Tétel. Legyenek &,...,&. a [0,1] intervallumon egyenletes eloszldsi fiigget-
len valdszintségi vdltozok és 0 < p < 1. Ekkor Y., l¢,, r-edrendd p paraméterd

binomidlis eloszldsi.

1.9. Példa. Generaljon egy 0,8 valoszintiségii esemény 5 kisérlet utani gyakorisagara

vonatkozé 20 elemii mintarealizaciot.

Megoldds. A gyakorisag binomiélis eloszlést, igy a feladat egy » = 5 rendd p =
= 0,8 paraméterd binomialis eloszlast valoszintiségi valtozora vonatkozod 20 elemtd
mintarealizacié generélasa.

Az el6z6 tétel és a karakterisztikus eloszlas generédlasanél leirtak alapjan az A1l
cellaba irja be, hogy ’=HA (VEL()<0,8;1;0) ‘ A kitoltGjelet huzza jobbra az E oszlo-
pig. Az F1 cellaba irja be, hogy ’=SZUM (A1:E1) |, vagy nyomja meg az Alt+Shift+7
gombokat, majd nyomjon FEnter-t. (A fliggvény leirasat olvassa el az Excel
stg6jabol. )

Jelolje ki az A1:F1 cellatartoményt, majd a kitoltGjelet huzza le a 20. sorig.

Ekkor a mintarealizaci6 az F oszlopban lesz. Végiil rogzitse a mintarealizacio elemeit.

VIDEO I

1.5. Exponencialis eloszlas

Mindez videdn:

1.10. Tétel. Legyen £ a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi valdszinidségi val-

tozo és A > 0. Ekkor % exponencidlis eloszldsi A paraméterrel.

Bizonyitds. Ha x > 0, akkor P (2% < z) = P(§ > e™) = 1 — e, illetve ha

z <0, akkor P (=28 < z) = 0.

1.11. Példa. Generéljon A = 5,6 paraméterd exponencialis eloszlasu valoszintiségi

valtozora vonatkoz6 10 elemd mintarealizaciot.

Megoldds. Az A1 cellaba irja be, hogy |=-LN(VEL()) /5,6, a kitoltGjelet hizza le a

10. sorig, majd rogzitse a mintarealizécio elemeit.

12


http://tomacstibor.uni-eger.hu/tananyagok/stat/gyak05.avi.html
http://tomacstibor.uni-eger.hu/tananyagok/stat/gyak06.avi.html

1.6. Normadlis eloszlas

1.12. Tétel (Box—Muller-transzformacio, 1958). Legyenek &, n a [0,1] intervallu-
mon egyenletes eloszldsu fiiggetlen valdsziniségi vdltozok. Ekkor /—21n & cos(2mn)
standard normdlis eloszldsi.

2

Bizonyitds. Ha x > 0, akkor P( —2Iné < x) =P <§ > e‘é> =1—e 7, illetve
ha x < 0, akkor P ( —2In¢ < x) = 0. Igy v/—2In¢ strtségfiiggvénye

Ha —1 < 2 < 1, akkor

P(cos(2mn) < z) =

arccos .

A=

1 1
=P | —arccosz < £ <1— —arccosz | =1—
27 2

P(cos(2mn) < z) = 1, ha = > 1, illetve P(cos(2mn) < z) = 0, ha z < —1. Igy

cos(2mn) strtségfliggvénye

1 r_ 1
(1—;arccosx) = A ha —1 <z <1,

0 kilonben.

g(r) =

Ismert, hogy f és g siirtiségfiiggvényt fiiggetlen valoszintiségi valtozok szorzatanak

strtiségfiiggvénye h(z) = [ f(y)g <§> ﬁ dy. (Lasd példaul Rényi A. [11, 189. ol-

dal].) Igy v/—2In € cos(2nn) stirtiségfiiggvénye

h(z) = ]Of(y)g (5) wﬂdy = /Ooe‘y;g (5) dy =

o0 oo
1 _:2 y2—z2 1 1 _:2 o2
= —¢ 2 ye 2 y=—e 2 e 2 dx =
m 2 L2 s
Yy z
|2 0




Az integralasban x = \/y? — 22 helyettesitést alkalmaztunk.

1.13. Kovetkezmény. Legyenek £,1 a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsi fiig-

getlen valdsziniségi vdltozok, m € R és o > 0. Ekkor

m + o+/—21In ¢ cos(2mn)

normalis eloszldsi m vdrhato értékkel és o szordssal.

1.14. Példa. Generaljon m = 4 varhato értéki és o = 1,2 szérast normalis eloszlasi

valoszintiségi valtozora vonatkozo 20 elemd mintarealizaciot.

Megoldds. Az el6z6 kovetkezmény alapjan az Al celldba irja be, hogy

=4+1,2%GYOK (-2*LN (VEL () ) ) *C0OS (2*PI () *VEL()) |.

Nyomjon FEnter-t, lépjen vissza Al-re, ezutan a kitoltGjelet huzza le a 20. sorig, majd

rogzitse a mintarealizaci6 elemeit.

1.7. Gyakorlatok

1.1. gyakorlat. Generaljon Cauchy-eloszlastu valdszintiségi véaltozora vonatkozo 15

elem( mintarealizaciot.

Utmutatds. Ha € és 7 fiiggetlen standard normalis eloszlast valoszintiségi valtozok,

akkor % Cauchy-eloszlast.

1.2. gyakorlat. Generaljon s = 4 szabadsagi foku khi-négyzet eloszlast valoszini-

ségi valtozora vonatkozo 10 elemt mintarealizaciot.

Utmutatds. Ha &, ..., &, standard normalis eloszlast fiiggetlen valoszintségi valto-
z0k, akkor a Y7 | & valoszintségi valtozo s szabadsagi foku khi-négyzet eloszlasu.
Igy hasonloan jarhat el, mint a binomialis eloszlas generalasanal, de itt a standard
normalis eloszlasbodl induljon ki, ne a karakterisztikusbdl, tovabba helyett
NEGYZETOSSZEG | fiiggvényt hasznaljon.

1.3. gyakorlat. Generéljon s = 4 szabadsagi foku t-eloszlasu valdszintiségi valtozora

vonatkozé 10 elemi mintarealizaciot.

Utmutatds. Ha & standard normalis eloszlasi és 1) s szabadsagi foku khi-négyzet el-

oszlasu fiiggetlen valoszintségi valtozok, akkor a & \/% valoszintiségi valtozo s szabad-

sagi foku t-eloszlast. Igy felhasznalhatja az el6z6 gyakorlatot, tovabba a négyzetgyok
szamolasahoz alkalmazza a | GYOK | fiiggvényt.
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1.4. gyakorlat. Generéljon s; = 2 és sy = 3 szabadségi fokt F-eloszlasi valoszini-

ségi valtozora vonatkozo 10 elemd mintarealizaciot.

Utmutatds. Ha & s, szabadsagi foku és 1 s, szabadsagi foka khi-négyzet eloszlast

s2

fiiggetlen valoszintiségi valtozok, akkor az ﬁ valoszintiségi valtozo s, és sy szabad-

sagi fokt F-eloszlasi.

1.5. gyakorlat. Generdljon r = 3 rendii A\ = 2,1 paraméterti gamma-eloszlasi

valoszintiségi valtozora vonatkozo 15 elemd mintarealizaciot.

Utmutatds. Legyenek a &;,... &, azonos A paraméterii exponencialis eloszlasu fiig-
getlen valoszintiségi valtozok. Ekkor a > . & valoszintiségi valtozo r-edrendd A
paraméterd gamma-eloszlast. Igy hasonléan jarhat el, mint a binomialis eloszlas ge-

neralasanal, de itt az exponencialis eloszlasbol induljon ki, ne a karakterisztikusbol.

1.6. gyakorlat. Legyen egy dobozban N darab goly6, melybsl M darab piros.
Visszatevés nélkiil kivesziink véletlenszertien r darab golyot a dobozbdl. Legyen &
a kivett piros golyok szama. Irjon programot, mely &-re vonatkozo mintarealizaciot

generél. (A ¢ valoszintségi valtozot hipergeometrikus eloszldsinak nevezziik.)

Utmutatds. Legyen yy, ... ,y, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast valoszintiségi

valtozora vonatkoz6 mintarealizacio, és

M—x;_1
ri-1+1, hay < —= '
z0:=0, z;:={ ’ b NS (t=1,...,7).
Ti 1, kiilénben,

Ekkor z, a &re vonatkozo 1 elemd mintarealizécio. (Ennek belatasat az Olvasora
bizzuk.)

1.7. gyakorlat. Excel segitségével is generaljon 10 elemii mintarealizaciot az el6z8

feladatban szerepls &-re, N = 20, M =7, r = 5 valasztassal.

Utmutatds. Ha a Munkal munkalap A1 cellaja a dobozban 16v6 piros golyok szamét,
illetve a Munka2 munkalap A1l celldja a dobozban 1év6 golyok szaméat tartalmazza,

akkor a Munkal munkalap B1 cellajaba

=HA (VEL () <A1/Munka2!A1;A1-1;A1)

irva, az els§ huzas utani dobozban maradt piros golyok szamat kapjuk. A részletes

megoldast végigkovetheti a kivetkezs videon.

15



VIDEO I

1.8. gyakorlat. Egy kisérletet ismételjiink egyméstol fiiggetleniil, amig egy rogzi-
tett A esemény be nem kovetkezik. Legyen & a végrehajtott kisérletek szama. Irjon
programot, mely &-re vonatkoz6 mintarealizaciot general. (A € valoszintségi valtozot

geometriai eloszlastnak nevezziik.)

Utmutatds. Tegyiik fel, hogy a vizsgalt A esemény valoszintisége p. Legyen 1, . .., v,
a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozora vonatkozo olyan

mintarealizacio, melyre teljesiil, hogy

V2D, Y22p, oo Y1 2p €8y <p.

Ha y; < p, akkor legyen r := 1. Konnyd belatni, hogy az igy definialt r a &-re

vonatkozo 1 elemd mintarealizicio6.

1.9. gyakorlat. Irjon programot, mely Poisson-eloszlast valoszintségi valtozora vo-
natkoz6 mintarealizaciot general. (A £ Poisson-eloszlasi A > 0 paraméterrel, ha az

értékkészlete {0,1,2,...} és P(E =k) = ;\C—TG*A minden k£ =0,1,2,... esetén.)

Utmutatds. Legyen yy, ... ,y, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlast valészintiségi

valtozora vonatkozo olyan mintarealizacio, melyre teljesiil, hogy

r—1 r
Hyi >e N és I_IyZ <e .
=1 =1

Ha 3, < e, akkor legyen r := 1. Az igy definidlt r esetén r — 1 a &-re vonatkozo
1 elemd mintarealizaci6. Konnyen lathato, hogy ez az allitas ekvivalens a kovetkezd
tétellel:

1.15. Tétel. Legyenek ng,my, ... a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi figgetlen

valdosziniségi valtozok és A > 0. Ekkor

N = min{s : Hm < 6_’\}
i=0

Poisson-eloszldsiu N paraméterrel.

Bizonyitis. P(n =0) =P (770 < e*A) = = ’(\)—?e*’\, illetve az egyenletes eloszlas
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és a geometriai valoszintiségi mez6 kapcsolata alapjan

; A )\1
_ _ e _
P(n=1) =P (> e mom <) = [ ——dwg= ¢,
0
e—X

tovabba ha k£ = 2,3, ..., akkor

P(n=k) = P(Tl M1 =€ Ny < e ) =

)\k
/ / / / dﬂ?k_l cee dxo = HB_)\.

e Ae=A e—A
o ZoTr1 730 Tp—2

1.10. gyakorlat. Irjon programot, mely a kovetkezd eloszlasu valoszintségi véalto-
zokra vonatkozo mintarealizaciokat general: egyenletes, diszkrét egyenletes, karak-

terisztikus, binomiélis, exponenciélis, normalis. Hasonld program letolthetd a kovet-

PROGRAM l

A program inditasa utan nyomja meg a Mintagenerdlds gombot. A paraméterek

kez6 helyrdl:

beallitasa utan nyomja meg a megfelels eloszlas gombjat. Ekkor a mintarealizécio a
vagolapra keriil. Ezutan ezt bemésolhatjuk példaul egy Excel-munkalapra. Probaljon

ki néhany konkrét esetet.
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2. Tapasztalati eloszlas

Ebben a fejezetben generalt mintarealizacié alapjan abrazolunk tapasztalati elosz-

lasfiiggvényt, vonaldiagramot és stirtiséghisztogramot.

2.1. Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Az F tapasztalati eloszlasfiiggvény értéke adott x € R helyen az z-nél kisebb elemek
szdma a mintarealizdcioban, osztva a mintarealizicié elemeinek a szédmaval. Ez egy
olyan lépcsss fliggvény, melyben a szakadasi pontok a mintarealizacié értékeinél
vannak. Pontosabban, ha a mintarealizacio x; = & (w),...,z, = &, (w), akkor az
(x;, F¥(x;)) koordinataju pontok az F* | lépcséfokainak” a jobb oldali végpontjai.
A legmagasabb lépcstfok kezdSpontja a (max{ z1,...,x, },1) koordinataja pont. A
kovetkezs feladatok megoldasdban ezt a tényt fogjuk felhasznélni.

A matematikai statisztika alaptétele szerint a tapasztalati eloszlasfiiggvény 1
valoszintiséggel egyenletesen konvergal R-en a valodi eloszlasfiiggvényhez. Vagyis, ha
elég nagy a mintarealizacié elemeinek a szama, akkor a tapasztalati eloszlésfiiggvény

elég jol kozeliti a valodit. Ezt is megvizsgaljuk néhany konkrét esetben.

2.1. Példa. Modellezzen 100 dobast egy szabalyos kockéval, azaz generaljon az
{1,2,3,4,5,6 } halmazon diszkrét egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozora vo-
natkozo 100 elemt mintarealizaciot. Abrazolja a kapott mintarealizaciohoz tartozo

tapasztalati eloszlasfliggvényt.

Megolddas. A mintarealiziciot korabban lattuk hogyan kell generdlni: Az A1 cellaba
irja be, hogy

=INT(6*VEL())+1| vagy [=RANDBETWEEN (1;6) |

Nyomjon FEnter-t, lépjen vissza Al-re, ezutan a kitoltGjelet huzza le a 100. sorig,

majd rogzitse a mintarealizacié elemeit. A B1 cellaba irja be, hogy

=DARABTELI (A:A;"<"&A1) /DARAB(A:A) |

Nyomjon Enter-t. Ennek hatasara kiszdmolja, hogy az A oszlopban hany olyan elem
van, mely kisebb az A1 cella értékénél, majd elosztja az A oszlopban talalhato szamot
tartalmazo cellak szdmaval (azaz a mintarealizicié elemeinek a szaméval). Ez nem
mas, mint az Al cella értékénél felvett tapasztalati eloszlasfiiggvény értéke.

Lépjen vissza Bl-re, a kitoltGjelet htizza le a 100. sorig, majd menjen vissza Al-re.

Ugyanezt a hatast tgy is elérhetjiik, ha a B1 cella kitoltGjelére kétszer klikkeliink.
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A kovetkezSkben abrazoljuk az (A1,B1), (A2,B2),... koordinatéju pontokat. Eh-

hez jelolje ki az A és B oszlopokat, majd
Beszirds — Diagramok/Pont — Pont csak jelolokkel

Ekkor megjelenik egy olyan fiiggvény, amely a keresett 1épcsds fiiggvény lépcesdinek

a jobb oldali végpontjait abrazolja.

1
09 *
0,8 *
0,7 .
0,6
0,5
04 * # Sorozatokl
0,3
0,2 L
0,1

a 4

a 1 2 3 4 5 6 7

Ezutan rajzolja meg a lépcséfokokat is, felhasznalva, hogy ebben az esetben minden

lépcestfok hossza 1.

FElrendezés — Elemzés/Hibasdvok — FElemzések standard hibaval —
Aktudlis kijelolés/Diagramelemek: Sorozatokl Y hibasdvok —
Delete gomb —

Aktudlis kijelolés/Diagramelemek: Sorozatokl X hibasdvok —
Aktudlis kijelolés/Kijelolés formazdisa — Irany/Minusz —

Végpont stilusa/Nyilt— A hiba mértéke/Abszolit értékben: 1 —
Vonal szine — Folytonos vonal — Szin: piros — Vonalstilus —

Szélesség: 1,5 pt — Bezdrds

1
09 —
0,8 &
0,7

—_—
0,6
0,5
e # Sorozatokl

0,4
0,3
0,2 L
0,1

0 4

0] 1 2 3 4 5 6 7

Ezzel gyakorlatilag kész a feladat, de még érdemes néhany finomitast elvégezni.

Torolje a kék pontokat, a vezets racsokat és a ,Sorozatokl” feliratot.
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Aktudlis kijelolés/Diagramelemek: Sorozatokl —

Aktudlis kijelolés/Kijelolés formdzdsa — Jeldld bedllitdsai —

Jelold tipusa/Nincs — Bezdrds —

Tengelyek/Rdcsvonalak — FElsddleges vizszintes racsvonalak — Nincs

Cimkék/ Jelmagyardzat — Nincs

0,9 1
0,8 1 -
0,7 4
0,6 1
0,5 4
04 4
0,3 4
0,2 4
0,1 4

A korabban leirtak szerint a legmagasabban 1évé lépces6fok itt még nem jelenik meg.
Ezt potolhatja példaul ugy, hogy az abrazolt pontok kozé szurja a (7, 1) koordinataju
pontot. Jeldlje ki az 1. sort. Nyomja meg a jobb egérgombot, majd Beszurds. Az Al
cellaba irja be, hogy 7, a Bl-be pedig hogy 1, majd klikkeljiink a diagramteriiletre.

A B
1
,80198
0
0,2%772
0,22772
0
0,80198
0

o~ s W N e
U e NN N

A piros nyillal jellt pontot htizza fel az 1. sorba. Ezzel megjelenik a hidnyzé 1épcséfok
is. Végs6 simitasként a vizszintes tengelyen megjelend maximalis értéket rogzitse 7-
nek, a fiiggdleges tengelyen megjelend maximaélis értéket rogzitse 1-nek, végiil adja

a diagramnak a , Tapasztalati eloszlasfiiggvény” cimet.

Tengelyek/Tengelyek — Elsddleges vizszintes tengely —
Elsddleges vizszintes tengely tovdbbi bedllitdsar —
Mazimum: Régzitett 7 — Bezdrds —

Tengelyek/ Tengelyek — Elsddleges fiiggdleges tengely —
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Elsddleges fiiggdleges tengely tovdbbi bedllitdsai —
Mazimum: Rogzitett 1 — Bezdrds —
Cimkék/Diagramcim — A diagram felett —

A szerkeszt6lécbe irja be: Tapasztalati eloszlasfiiggvény — Enter

Ezzel megkapja a végeredményt:

Tapasztalati eloszlasfiiggvény

0,9 1 —
0,8 1 _—

0,7 4
0,6 1
0,5 4
04 4
0,3 4
0,2 4
0,1 4

Az egész megoldast végigkovetheti a kdvetkezs videon.

VIDEO I

2.2. Példa. Az el6z6 példaban kapott grafikonon rajzolja fel a valodi eloszlasfiigg-

vényt, azaz a {1,2,3,4,5,6 } halmazon diszkrét egyenletes eloszlasu valoszintségi

valtozo eloszlasfliggvényét is.

Megoldds. Az el6z6 munkalapon dolgozzon. A C1:C7 cellatartoményba irja rendre
az 1,2, 3,4, 5, 6, 7 szamokat (lépcstfokok végeinek elss koordinatai illetve az utol-
s6 lépestfok egy pontjanak els§ koordinataja). Ezutéan a D1-be irjon 0 értéket (els6
lépessfok magassaga), D2-be , majd a D2 cella kitoltGjelére klikkeljen két-
szer. Ezzel megkapja az Osszes 1épcséfok magassagat. Fzutan klikkeljen a grafikonra,

majd

Jobb egérgomb — Helyi menii/Adatok kijelolése — Hozzdadds —

Adatsor X értékei: =Munkal!$C$1:$C$7 —

Adatsor Y értékei: =Munkal!$D$1:$D$7 — OK — OK —

FElrendezés — Aktudlis kijelolés/Diagramelemek: Sorozatok2 —
FElemzés/Hibasdvok — FElemzések standard hibdval —

Aktudlis kijelolés/Diagramelemek: Sorozatok2 Y hibasdvok —

Delete gomb — Aktudlis kijelolés/Diagramelemek: Sorozatok2 X hibasdvok —
Aktudlis kijelolés/Kijelolés formdzdsa — Irdny/Minusz — Végpont stilusa/Nyilt—
A hiba mértéke/Abszolit értékben: 1 — Vonal szine — Folytonos vonal —
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Szin: kék — Vonalstilus — Szélesség: 1 pt — Bezdrds

Klikkeljen a feliratra, és javitsa ki , Tapasztalati és valodi eloszlasfiiggvény”-re.

Tapasztalati és valodi
eloszlasfiiggvény

0,8 - —_—
0,6 -
04 -

0,2

o
[y
(=]
w
=
5]
=]
~l

Az egész megoldast végigkovetheti a kdvetkezs videon.

VIDEO I

2.3. Példa. Generéljon A = 3 paraméterd exponencialis eloszlasu valoszintiségi val-

tozora vonatkozo 100 elemi mintarealizaciot. Abrazolja a kapott mintarealizaciohoz

tartozo tapasztalati eloszlasfiiggvényt.

Megoldas. A feladatot azzal a konnyitéssel oldjuk meg, hogy csak a lépcs6fokok
jobb oldali végpontjait abrazoljuk. Ez abszolit folytonos eloszlés esetén nem zavaro,
mert a legtobb 1épcs6fok hossza nagyon rovid lesz az abra felbontasahoz képest
(legaléabbis ha a mintarealizaci6 elemeinek a szama nagy). Mivel a lépcsfokok szama
1 valoszintiséggel 101 lesz, ezért az sem lesz zavard, hogy az utols6 1 magassagban
levé 1épessfokot nem rajzoljuk ki.

A mintarealizaciot korabban lattuk hogyan kell generalni: Az A1 cellaba irja be,

hogy

=_LN(VEL())/3|,

a kitoltGjelet huzza le a 100. sorig, majd rogzitse a mintarealizacié elemeit. A B1

cellaba irja be, hogy

=DARABTELI(A:A;"<"&A1) /DARAB(A:A) ‘

Nyomjon Enter-t, majd a B1 cella kitoltGjelére klikkeljen kétszer.
A kovetkezskben abréazolja az (A1,B1), (A2,B2),... koordinataju pontokat. Eh-
hez jelolje ki az A és B oszlopokat, majd
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Besziurds — Diagramok/Pont — Pont csak jeloldkkel

Ekkor megjelenik az el6bb ismertetett fliggvény.

1.2

Pt

0,6

w7

# Sorozatokl

0,4

0,2 +

a
a a5 1 15 2

Még néhany finomitést érdemes elvégezni. Torolje a vezetd racsokat és a ,Soroza-
tok1” feliratot. Ezt elvégezheti a korabban leirtak szerint is, de réklikkelve az adott
objektumra, majd a jobb egérgombot lenyomva, a helyi meniibdl is végrehajthatja.

Ezutan a * adatjeloldket valtoztassa 2 pt méreti piros pontta. Ehhez klikkeljen
valamelyik jelold pontra, majd a jobb egérgombot megnyomva, a helyi meniibél

véalassza ki az Adatsorok formdzdsa pontot.

Jelold bedllitasar — Beépitett — Tipus: pont — Méret: 2 —
Jelolokitoltés — Eqyszini kitoltés — Szin: piros —

Jelélévonal szine — Folytonos vonal — Szin: piros — Bezdrds

Végiil adja a diagramnak a ,Tapasztalati eloszlasfiiggvény” cimet az el6z6 feladat

megoldaséban leirtak szerint.

Tapasztalatieloszlasfiiggvény

12 -
-
08 - Lot
06 -
04 -

0,2 4

Az egész megoldast végigkovetheti a kdvetkezs videon.

VIDEO I
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2.4. Példa. Az el6z6 grafikonon abrazolja a valodi eloszlasfiiggvényt, azaz a A =
= 3 paraméterid exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét, és

hasonlitsa Gssze a tapasztalati eloszlasfiiggvénnyel.

Megoldds. A megoldést az el6z6 munkalapon végezze el. A C1 celldba irja a vizszintes
tengely minimalis értékét (most ez 0). A C2-be irja be, hogy . Itt 0,1 az
a lépéskoz, amellyel a fiiggvény pontjait abrazoljuk. Ezutan a kitoltGjelet huzza le
addig, amig a vizszintes tengely maximalis értékéig nem ér (jelen esetben 2-ig). A

D1 cellaba irja a kovetkezét:

=EXP.ELOSZLAS(C1;3;IGAZ) ‘

Ez a A = 3 paramétert exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozo eloszlastiiggve-
nyének értékét adja a C1 értékének a helyén. Ha IGAZ helyett HAMIS szerepelne a
képletben, akkor eloszlasfiiggvény helyett stirtiségfiiggvényt szamolna. Ezutan a D1
cella kitoltGjelére klikkeljen kétszer.

Klikkeljen a grafikonra, majd helyi meniiben valassza az Adatok kijeldlése pontot.

Hozzdadds —
Adatsor X értékei: =Munkal!$C$1:$C$21 —
Adatsor Y értékei: =Munkal!$D$1:$D$21 — OK — OK

A 21 helyére értelemszertien az a sorszam keriil, ameddig a C oszlopban vannak
szamok. Lépjen valamelyik Sorozatok?2 pontra, majd helyi meniiben Sorozat-diag-

ramtipus modositdsa. Ezutan

Pont (X,Y)/Pont gérbitett vonalakkal — OK

Lépjen a Sorozatok2 vonalra, majd helyi meniiben Adatsorok formdzdsa. Ezutan
Vonal szine/Folytonos vonal/Szin: kék — Vonalstilus/Szélesség: 1,5 pt — Bezdrds

Klikkeljen a feliratra, és javitsa ki , Tapasztalati és valodi eloszlasfiiggvény’-re.

Tapasztalatiés valadi

eloszlasfiiggvény
1,2 4

08 - L
0.6
0.4

0,2 4
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Az egész megoldast végigkovetheti a kovetkezs videon.

VIDEO I

2.2. Vonaldiagram

Diszkrét valoszintiségi valtozora vonatkozd zq, ..., x, mintarealizidcié esetén a ta-
pasztalati eloszlas x;-hez (i = 1,...,n) hozzéarendeli az z;-vel egyenld elemek sza-

méat a mintarealizacioban, elosztva n-nel. Ezt a fiiggvényt célszert vonaldiagrammal
abréazolni, amely azt jelenti, hogy az (x;,0) pontot Osszekotjiikk az (x;,p;) ponttal

(1=1,...,n), ahol p; a tapasztalati eloszlas értéke az x; helyen.

2.5. Példa. Generaljon r = 5 rendd és p = 0,3 paraméterd binomiélis eloszlasu
valoszintiségi valtozora vonatkozé 100 elemt mintarealizaciot. Abrazolja a kapott

mintarealizacidhoz tartozo tapasztalati eloszlast vonaldiagrammal.

Megoldds. A korabban ismertetett moédon generalja le a mintarealizaciot, majd rog-
zitse az A oszlopba. Ezutan minden mintarealizécié elemhez kiszamoljuk a tapasz-

talati eloszlas értéket. Ez a korabbi modszer logikajaval

|=DARABTELI (A:A;"="%A1) /DARAB(A:A) |

modon torténhet. De ez ekvivalens a kovetkezd Bl celldba {rasaval:

’=DARABTELI(A:A;Al)/DARAB(A:A)L

Nyomjon Enter-t, majd a Bl cella kitéltGjelére klikkeljen kétszer.
A kovetkezdkben abréazolja az (A1,B1), (A2,B2),... koordinataju pontokat. Eh-
hez jelolje ki az A és B oszlopokat, majd

Beszirds — Diagramok/Pont — Pont csak jelolokkel

04

0,35

0,3

0,25

0,2
# Sorozatokl
0,15 *

01

0,05
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Ezutan elkészitjiik a vonaldiagramot. Jelenitsen meg hibasavokat szazalékkal, torolje

az X hibasavokat, majd az Y hibasavok formézasanél

Irany: Minusz — Végpont stilusa: Nyilt —
A hiba mértéke: Szdzalék: 100% — Vonal szine —
Folytonos vonal — Szin: piros — Vonalstilus — Szélesség: 5 pt —

Bezdrds

Végiil torolje a kék pontokat, a vezets racsokat és a ,,Sorozatokl” feliratot, tovabba

adja a diagramnak a , Tapasztalati eloszlas” cimet.

Tapasztalatieloszlas
04 4
0,35 1
0,3 4
0,25 1
0,2 1

0,15
01
0,05
0 |
Az egész megoldast végigkovetheti a kdvetkezs videon.

VIDEO I

Az Excelben jaratosabb Olvasonak feltiinhet, hogy miért nem az oszlopdiagram ti-

pust valasztottuk az abrazolasnal pontdiagram helyett, hiszen ekkor nem lenne sziik-
ség a hibasavokra. Ennek az az oka, hogy az Excel oszlopdiagram esetén a vizszintes
tengelyen nem értékeket, hanem ugynevezett kategoéridkat jelenit meg egymastol
azonos tavolsagokra. Igy ha a vizsgalt diszkrét valoszintségi valtozo egymast kovets
lehetséges értékei nem azonos tavolsdgokra vannak egymastol, akkor az oszlopdiag-
ramos abrazolas rossz megoldast adna, mig az el6bb ismertetett megoldas akkor is

helyes lenne.
2.6. Példa. Az el6z6 grafikonon dbréazolja a valodi eloszlést is vonaldiagrammal.

Megoldds. Azt fogjuk felhasznalni, hogy Excel-ben

BINOM.ELOSZLAS (k;7;p;HAMIS) | = (1)pF(1 —p) "
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Ha HAMIS helyett IGAZ keriil a képletbe, akkor ezzel a

" /r
> ())pa-wr
; i
=0
képlet szamolhato ki. Itt r e N, 0 <p <1, k=0,...,r.

A megoldast az el6z6 munkalapon végezze el. Mivel a valodi eloszlas értelmezési
tartoménya {0, 1,2,3,4,5 }, ezért a C1, C2, C3, C4, C5, C6 cellakba rendre irja be a
0,1, 2, 3, 4, 5 szamokat. A D1 cellaba irja a kovetkezst:

’ =BINOM.ELOSZLAS(C1;5;0,3;HAMIS)

A D1 cella kitoltGjelére klikkeljen kétszer. Most ratériink a fiiggvény abrazolasara.

Helyi meniiben valassza az Adatok kijeldlése pontot.

Hozzdadds —
Adatsor X értékei: =Munkal!$C$1:$C$6 —
Adatsor Y értékei: =Munkal!$D$1:$D$6 — OK — OK

Jelenitsen meg hibasavokat szazalékkal a Sorozatok2-hoz, torolje az X hibasavokat,

majd az Y hibasavok forméazasanal

Irany: Minusz — Végpont stilusa: Nyilt —
A hiba mértéke: Szazalék: 100% — Vonal szine —
Folytonos vonal — Szin: kék — Vonalstilus — Szélesség: 2pt —

Bezdrds

Legvégiil a feliratot valtoztassa , Tapasztalati és valodi eloszlas™ra.

Tapasztalatiés valodi eloszlas

04 -

0,35 -
03 -
0,25 -
0,2 -
0,15
0,1
0,05
0 . |
1 2 3 P

Az egész megoldast végigkovetheti a kdvetkezs videon.

VIDEO I
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2.3. Strtiséghisztogram

Legyen r € N, zg,x1,...,2, € Rés xp < 27 < --- < x,. Tegyiik fel, hogy a &-
re vonatkozd & (w), ..., &, (w) mintarealizaci6 minden eleme benne van az (xg, ;)
intervallumban. Minden [x;_q, z;) intervallum f5lé rajzoljunk egy y; magassagu tég-
lalapot 1gy, hogy a téglalap teriilete a valodi f siridségfiiggvény gorbéje alatti te-
riiletet becsiilje az [x;_1, ;) intervallumon. Hasonl6an az eddigiekhez, egy esemény

valoszintiségét itt is az esemény relativ gyakorisagaval becsiiljiik. Igy tehat

/f Jdo =P(rj1 <& <)) = ZII’J 1<ti)<e; = Ui (5 — Tj-1),

melybdl
> izt Loy i<eiw)<a; (j
n(x; — xj-1)

Y; =

A kapott oszlopdiagramot striséghisztogramnak nevezziik, amely tehat a valodi f

strtségfiiggvényt a j-edik részintervallumon az y; konstanssal kozeliti.

2.7. Példa. Generaljon standard normalis eloszlast valosziniiségi valtozora vonat-
kozo6 200 elemii mintat. Rajzolja meg a stirtiséghisztogramot a (—4,4) intervallumon

10 darab egyenl$ hossziisagu részintervallum esetén.

Megoldas. Generalja le a mintarealizaciot és rogzitse az A oszlopba a korabban tanult
képlettel:

=GYOK (-2*LN (VEL () ) ) *C0S (2*PI () *VEL()) |.

- . hry A-(-4) _
A B oszlopba irja be az osztopontokat (egy részintervallum hossza —5= = 0,8).

B1-be irjon —4-et, B2-be pedig |=B1+0,8 at, majd a kitéltGjelet huzza le a 11. sorig
(mert itt lesz az értéke 4).
Ezutan Cl-be szamolja ki a stirtséghisztogram [—4; —3,2) {6l6tti téglalapjanak

magassagat a kdvetkezd képlettel:

=DARABHATOBB(A:A;">="&B1;A:A;"<"&B2)/(0,8*DARAB(A:A)) |.

(A ’DARABHATO'BB‘ fiiggvény leirasat olvassa el a sugoban.) A C1 cella kitolt§jelére

klikkeljen kétszer. Jelolje ki a B1:C10 cellatartoményt.

Beszirds/Diagramok/Pont/Pont csak jelolokkel
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Ennek hatasara megjelennek a stirtiséghisztogram téglalapjainak a bal fels6 pontjai.
Torolje a ,Sorozatokl” feliratot és a vezetd racsokat. Hizza meg a téglalapok bal

oldalat és a tetejét.

FElrendezés/FElemzés/Hibasdvok/Hibasdvok standard hibdval —
Aktudlis kijelolés/Sorozatokl X hibasdvok — Kijelolés formdzdsa —
Irdny/Plusz — Végpont stilusa/Nyilt — A hiba mértéke/Abszolit értékben: 0,8 —

Vonal szine/Folytonos vonal/Szin: piros — Bezdrds

Elrendezés/Aktudlis kijelolés/Sorozatokl Y hibasdvok — Kijelolés formdzdsa —
Irany/Minusz — Végpont stilusa/Nyilt — A hiba mértéke/Szdzalék: 100% —

Vonal szine/Folytonos vonal — Bezdrds

A kovetkezd 1épésben a téglalapok jobb felsé pontjait dbrazolja.

Helyi menii/Adatok kijelolése — Hozzdadds —
Adatsor X értékei: =Munkal!$B$2:$B$11 —
Adatsor Y értékei: =Munkal!$C$1:$C$10 — OK — OK

Huzza meg a téglalapok jobb oldalait.

Elrendezés/Aktudlis kijelolés/Sorozatok2 —

Elemzés/Hibasdvok/Hibasdvok standard hibdval —

Aktudlis kijelolés/Sorozatok2 X hibasdvok — Delete gomb —

Aktudlis kijelolés/Sorozatok2 Y hibasdvok — Kijeldlés formazdisa —
Irdny/Minusz — Végpont stilusa/Nyilt — A hiba mértéke/Szdzalék: 100% —

Vonal szine/Folytonos vonal — Bezdrds
Rejtse el a Sorozatokl jel6lsit.

FElrendezés/Aktudlis kijelolés/Sorozatokl — Kijeldlés formdzdsa —
Jelold bedllitasai — Jelold tipusa/Nincs — Bezdrds

Hasonl6an rejtse el a Sorozatok?2 jelolsit is. Ezutan még a vizszintes tengelyen allitson

be néhény dolgot. Klikkeljen a vizszintes tengely valamely értékére, majd

Helyi menii/Tengely formdzdsa — Minimum/Rdégzitett: -4 —
Maximum/Régzitett: 4 — F& lépték/Rogzitett: 0,8 —
Fiiggdleges tengely metszéspontja/Ezen értéknél: -4 — Bezdrds

Végiil adja a diagramnak ,Stirtiséghisztogram” cimet. A kovetkezd eredményt kap-

juk.
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S(irliséghisztogram

0,45 4
04 -
0,35 -
03
0,25 1
0,2 1
0,15 1
01 A

0,05 —!

A megoldast végigkovetheti a kovetkezd videon.

VIDEO I

2.8. Példa. Az el6z6 grafikonban abrézolja a standard normaélis eloszlas siirtiség-

fliggvényét is, majd hasonlitsa Ossze a kapott stirtiséghisztogrammal.

Megoldds. A megoldast az el6z6 munkalapon végezze el. ElGszor a valodi stirtiség-
fiiggvény értékeit a [—4,4] intervallumon fogjuk kiszamolni 0,2 lépéskozzel. Irja be
az E1 cellaba, hogy —4 illetve az E2 cellaba, hogy . Az E2 cella kitoltjelét
hizza le a 4 értékig (41. sorig). Ezutan az F1 cellaban szamolja ki a standard nor-
malis eloszlas strtiségfliiggvényének értékét az E1 cella értékénél. Ennek érdekében
irja F1-be:

=NORM.ELOSZL(E1;0;1;HAMIS)

Itt 0 a varhato értéket, mig 1 a szorast jelenti. Ha HAMIS helyett az IGAZ logi-
kai értéket irjuk be, akkor az eloszlasfiiggvényt szamoljuk. Az F1 cella kitoltGjelére
klikkeljen kétszer.

A kovetkezdkben megrajzoljuk a valodi striiségfiiggvényt. Lépjen a diagram te-

riiletére, majd helyi meniiben

Adatok kijelolése — Hozzdadds —

Adatsor X értékei: =Munkal!$E$1:$ES41 —

Adatsor Y értékei: =Munkal!$F$1:$F$41 — OK — OK —
FElrendezés/Sorozatok3 — Tervezés/Mds diagramtipus —
Pont (X,Y)/Pont gérbitett vonalakkal — OK

Végiil a kapott fiiggvény szinét allitsa kékre és adja a diagramnak a ,Strtiséghisz-

togram és strtiségfiiggvény” cimet.
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S(irliséghisztogram és

slirdségfiiggvény
0,45
04 A o

e /[N
o | // \\
o | ST

0 7 1 S—

-4 -3,2 -2.4 -1.6 -0.8 o 0,8 16 z4 3,2 4

A megoldast végigkovetheti a kovetkezd videon.

VIDEO I

2.1. gyakorlat. A matematikai statisztika alaptorvényét tobbféle eloszlassal is be-

VIDEO I

Az itt hasznalt program letolthets a kévetkezd helyrdl:

PROGRAM |

Vizsgalja meg On is ezzel a programmal néhany esetben a tapasztalati eloszlasfiigg-

2.4. Gyakorlatok

mutatjuk a kovetkez6 videdban.

vény konvergenciajat.

2.2. gyakorlat. Generéljon az {1,2,3,4,5 } halmazon diszkrét egyenletes eloszlasi
valoszintségi valtozora vonatkozo 200 elemt mintarealizaciot. Abrazolja a kapott
mintarealizacidhoz tartozé tapasztalati eloszlast, majd a valodi eloszlast vonaldiag-

rammal.

2.3. gyakorlat. Generaljon r = 6 rendd p = 0,6 paraméter binomialis eloszlasu
valoszintiségi valtozora vonatkozo 200 elemtii mintarealizdciot. Ebbdl rajzolja meg a
tapasztalati eloszlas fiiggvényt. Abrazolja a valodi eloszlasfiiggvényt is, majd hason-

litsa Gket Ossze.
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Utmutatds. A vizsgalt valoszintiségi valtozot jelolje &. Ertékkészlete {0,1,...,6},
igy a valodi eloszlasfiiggvénynek ezekben a pontokban kell kiszdmolni az értékét.

Ismert, hogy ¢ eloszlasfiiggvénye a k = 1,2, 3,4, 5,6 értékeknél

P <k)= S (Z)pi(l -p)

7=

Az abréazolasnal hasznélja fel, hogy Excel-ben

k
BINOM.ELOSZLAS (k;7;p;1GAZ) | = > ()p'(1 —p) 7,

igy

BINOM.ELOSZLAS(k — 1;7;p;IGAZ) | = P(E < k) (k=1,2,3,4,5,6).

2.4. gyakorlat. Legyen egy dobozban N = 10 darab goly6, melyb6l M = 5 darab
piros. Visszatevés nélkiil kivesziink véletlenszertien » = 4 darab golyét a dobozbol.
Legyen ¢ a kivett piros golyok szama. (Tehat ¢ hipergeometrikus eloszlasi.) Gene-
raljon &-re vonatkozo 250 elemd mintarealizaciot. Ebbdl rajzolja meg a tapasztalati
eloszlast vonaldiagrammal. Abrazolja a valodi eloszlast is vonaldiagrammal, majd

hasonlitsa ket dssze.
Utmutatds. Ismert, hogy

() ()

P(¢ = k) =

mely Excel-ben ’HIPERGEOM.ELOSZLAS (ks;r; M;N) ‘ fiiggvénnyel szamolhato.

2.5. gyakorlat. Generaljon az On &ltal készitett (vagy a letdltétt) programmal
A = 3,2 paramétert Poisson-eloszlast valoszintiségi valtozora vonatkozoé 900 elemt
mintarealizaciot. Ebbél rajzolja meg a tapasztalati eloszlast vonaldiagrammal. Abra-
zolja a valodi eloszlést is vonaldiagrammal, majd hasonlitsa 6ket 6ssze. Ezutan abra-
zolja a tapasztalati eloszlasfiiggvényt azon intervallumon, amelyen a mintarealizacio

elemei elhelyezkednek, majd a valodi eloszlasfiiggvényt ugyanezen az intervallumon.

Utmutatds. A vizsgalt valoszintseégi valtozot jelolje €. Ismert, hogy

Pl = k) = 2e™

e (k=0,1,...),
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mely Excel-ben ’POISSON(k;)\;HAMIS)‘ fliggvénnyel szamolhat6. Ha a HAMIS sz6
helyett IGAZ szerepel a fiiggvényben, akkor az a

értékét szamolja ki.

2.6. gyakorlat. Egy kisérletet ismételjiink egymastol fiiggetleniil, amig egy rog-
zitett p = 0,3 valoszintiségli esemény be nem kovetkezik. Legyen & a végrehajtott
kisérletek szama. (Tehat £ geometriai eloszlasu valoszintiségi valtozo.) Generéljon az
On altal készitett (vagy a letéltott) programmal &-re vonatkozo 700 elemt mintare-
alizaciot. Ebbd] rajzolja meg a tapasztalati eloszlast vonaldiagrammal. Abrazolja a
valodi eloszlast is vonaldiagrammal, majd hasonlitsa ket 6ssze. Ezutédn abréazolja a
tapasztalati eloszlasfiiggvényt azon intervallumon, amelyen a mintarealizaci6 elemei

elhelyezkednek, majd a valodi eloszlasfiiggvényt ugyanezen az intervallumon.

Utmutatds. Ismert, hogy

P=k =pl—-p*! (k=1,2,...).

Excel-ben a hatvanyozés ~ jellel vagy a|HATVANY | fiiggvénnyel torténik. Példaul 0,73
=0,7"3 | vagy ’HATVANY(O,? :3) ‘ moédon szamolhato ki. Masrészt

PE<H =Y pl-p) " =1-(1-p) (k=23..)

i=1

2.7. gyakorlat. Generaljon a £ valdszintiségi valtozora vonatkozé 500 elemi min-
tarealizaciot, ahol & eloszlasa

(1) 23 varhato értékd és 2 szorasi normaélis;

(2) 5 szabadsagi foku khi-négyzet;

(3) 3 szabadsagi foku t;

(4) 2 és 3 szabadsagi foku F.

Abrazolja a tapasztalati eloszlasfiiggvényt azon az intervallumon, amelyen a min-
tarealizacio elemei elhelyezkednek, majd a valodi eloszlasfiiggvényt ugyanezen az

intervallumon.

Utmutatds. (1) m varhato értéki és o szorast normalis eloszlast valoszintségi val-

tozo eloszlasfiiggvényének az értéke x € R helyen
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NORM.ELOSZL(x;m ;o ;IGAZ)

Itt jegyezziik meg, hogy ha specidlisan m = 0 és 0 = 1, azaz standard normalis az
eloszlas, akkor | NORM.ELOSZL(z;0;1;IGAZ) ‘ helyett hasznalhato a kovetkezd is:

| STNORMELOSZL () |.

(2) Az s szabadsagi foku khi-négyzet eloszlasu valoszintségi valtozo eloszlasfiiggveé-

nyének az értéke x > 0 helyen

1-KHI.ELOSZLAS (x;5s) |.

(3) Az s szabadsagi foku t-eloszlasu valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének az

értéke x > 0 helyen

|1-T.ELOSZLAS (z;5;1) |

illetve z < 0 esetén

|T.ELOSZLAS (—a;5;1) |

Itt jegyezziik meg, hogy ilyen eloszlasu & esetén, ha x > 0, akkor

P >x) = ’T.ELOSZLAS(I’;S; 1) ‘ (egyszéld eloszlas)

P[] > z) = ’T.ELOSZLAS(x;s;Q) ‘ (kétszéli eloszlas).

(4) Az sy és sy szabadségi foku F-eloszlast valoszintségi valtozo eloszlasfliggvényének

az értéke x > 0 helyen

1-F.ELOSZLAS(x;51;59) |.

2.8. gyakorlat. Generaljon A = 4 paraméterd exponencialis eloszlast valoszintiségi
valtozora vonatkozo 500 elemd mintarealizaciot. Rajzolja meg a stirtiséghisztogramot
azon az intervallumon, amelyen a mintarealizacié elemei elhelyezkednek, 10 darab
egyenl6 hosszusagu részintervallum esetén. Ugyanezen az intervallumon ébrézolja a

valodi stirtségfiiggvényt is.

Utmutatds. A \ paraméterd exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozo eloszlas-

fiiggvényének értéke az x > 0 helyen

EXP.ELOSZLAS (x; \;HAMIS) |.
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2.9. gyakorlat. Generaljon a £ valészintiségi valtozora vonatkozo 500 elemt min-
tarealizaciot, ahol & eloszlasa

(1) [-5,4] intervallumon egyenletes;

(2) r =2 rendii A\ = 1 paraméterii gamma;

(3) Cauchy;

(4) s = 6 szabadsagi foku khi-négyzet.

Abrazolja a tapasztalati eloszlasfiiggvényt, illetve a stirtiséghisztogramot 10 darab
egyenld hosszisagu részintervallum esetén, azon az intervallumon, amelyen a minta-
realizacio elemei elhelyezkednek, majd a valodi eloszlasfiiggvényt illetve a strtiség-

fiiggvényt ugyanezen az intervallumon.

Utmutatds. (2) Az r-edrendd A\ paraméterti gamma-eloszlast valoszintiségi valtozo

eloszlasfiiggvénye

|GAMMA.ELOSZLAS (2573 1/); IGAZ) |

illetve stirtiségfiiggvénye

]GAMMA.ELOSZLAS(x;r;1/A;HAMIS)\

fiiggvényekkel szamolhato, ha = > 0.

(3) Cauchy-eloszlasa valoszintiségi valtozo stirtségfiiggvénye

1

f:R—R, f(a:):m,

illetve eloszlasfiiggvénye

1 1
F:R—R, F(x)= —arctgx+§.
™

Itt az arctg(z) az | ARCTAN (x) | fliggvénnyel szamolhato. De azt is felhasznalhatjuk,

hogy a Cauchy-eloszlas megegyezik az 1 szabadsagi foku t-eloszlassal.

5

(4) Hasznélja fel, hogy az s szabadsagi foku khi-négyzet eloszlas megegyezik az r =

[\

rendd \ = % paraméterd gamma-eloszlassal.

2.10. gyakorlat. Generaljon a £ valoszintiségi valtozora vonatkozo 500 elemd min-
tarealizaciot, ahol & eloszlasa

(1) 3 szabadsagi foku t;

(2) 2 és 3 szabadsagi foka F.

Abrazolja a strtséghisztogramot 10 darab egyenlé hossziisagi részintervallum ese-
tén, azon az intervallumon, amelyen a mintarealizacié elemei elhelyezkednek, majd

a valodi stirtségfiiggvényt ugyanezen az intervallumon.
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Utmutatds. s szabadsagi foku t-eloszlasu valészintiségi véaltozo stirtiségfiiggvénye

=

s+1
fTR=R, f(x)= (JQF R
Vel (5) (1+%)

illetve s1 és sy szabadsagi foku F-eloszlasu valdszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

0, ha z <0,
(2552) [
S

r
T V G

fPR-R, f2)=

ha z > 0,

ahol T'(z) = [u* e " du = ’KITEVG(GAMMALN (x)) ‘ (x > 0) az tgynevezett gamma-
0

fiiggvény.
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3. Grafikus illeszkedésvizsgalat

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogyan lehet grafikus tton eldonteni a vizsgalt

valoszintiségi valtozorol, hogy milyen eloszléscsaladba tartozik.

3.1. Altalanos vizsgalat

Legyen r € N, z1,...,2, € Rés x; < x5 < --- < z,. A matematikai statisztika
alaptétele szerint a tapasztalati eloszlasfiiggvény nagy elemszamu minta esetén jol

kozeliti a valodi eloszlasfiiggvényt, azaz ha n a minta elemszama, akkor
Frz;)) ~ F(x;), i=1,...,r

ahol I a vizsgélt valoszintiségi valtozo valodi eloszlasfiiggvénye és n nagy. Ebbdl F'

invertalhatosagat feltételezve azt kapjuk, hogy
F N Fi () =a, i=1,...,m

azaz y; = F7'(F;(z;)) jeloléssel az (z;,y;) (i = 1,...,7) koordinatdju pontok

koriilbeliil egy egyenesre esnek.

3.2. Grafikus normalitasvizsgalat
Az el6z6 modszert most specidlisan a normalis eloszlasra alkalmazzuk.

3.1. Példa. A minta-01.txt fajlban taldlhat6 mintarealizacié alapjan nézze meg,

hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo lehet-e normaélis eloszlasu.

Megoldas. Legyen r € N, x1,...,2, € Résx; < 19 < --- < x,. Jelolje n a mintarea-
lizaci6 elemeinek a szaméat és k; az x;-nél kisebb elemek szamét a mintarealizaciéban.
Ekkor F(x;) = % Ha teljesiil, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozd normalis elosz-

last m varhato értékkel és o szoréassal, akkor

k. o
—chb(xz m), i=1,...,r,
n o

k; 1
o1 (—):—xi—ﬂ, 1=1,...,r

n o o

azaz

Igy y; = &1 (%) jeloléssel az (z;,v;) (i = 1,...,r) koordinataju pontok koriilbe-

lil egy olyan egyenesre esnek, melynek % a meredeksége ¢s —7 értéknél metszi a
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fliggbleges tengelyt.

A mintarealizaciot masolja egy Excel-munkalap A oszlopaba. Vizsgalja meg a
legkisebb és legnagyobb értékét a mintarealizacionak a ’ =MIN(A:A) ‘ és ’=MAX(A:A) ‘
fiiggvényekkel. Azt kapjuk, hogy 2,495 a legkisebb és 8,0063 a legnagyobb érték.

Ennek alapjan tekinthetjiik példaul az R kovetkezd beosztésat: x; = 3,5; xo =
=4; x3 =45, x4 =5, x5 = 5,5, x5 =6; x7 = 6,5; vg = T7; v9g = 7,5. Ezeket az
értékeket irja be a B1-B9 cellakba.

Ezutdn a C1-C9 cellakban szdmolja ki az y; = ®! (%) értékeket. Excelben
a ®(r) értékét | INVERZ.STNORM(z) | fiiggvénnyel szamolhatjuk ki minden z € R

esetén. Ennek alapjan a C1 cellaba irja be, hogy

’=INVERZ.STNORM(DARABTELI(A:A;”<"&B1)/DARAB(A:A))‘

majd a kitoltGjelre klikkeljen kétszer. Kovetkezhet az abrézolas. Jelolje ki B1-C9

cellatartomanyt, majd
Besziurds — Diagramok/Pont — Pont csak jelolokkel

torolje a vezets racsokat és a ,Sorozatokl” feliratot, majd a vizszintes tengelyen

rogzitse a minimalis értéket 3,5-nek, a maximaélis értéket pedig 7,5-nek.

4 -

3 *
*
2
*
1 *
*
o T T T T
+

35 4 45 5 5,5 6 6,5 7 75

1 +
+*

23
3

Amint lathato a 9 darab pont nagyon j6 kozelitéssel egy egyenesen helyezkedik el,
igy normélis eloszlasunak tekinthetjiik a vizsgélt valoszintségi valtozot.

A tovabbiakban ebbdl lehetdségiink van megbecsiilni a normalis eloszlas para-
métereit, hiszen az egyenes meredeksége koriilbeliil % illetve kortilbeliil —2* értéknél
metszi a fiiggbleges tengelyt. Ehhez elGszor azt kell eldonteni, hogy a 9 darab pontra
melyik egyenes illeszkedik a legjobban. Az elfogadott kritérium az tgynevezett leg-
kisebb négyzetek maodszere, mely szerint azt az egyenest tekintjiik, melytsl a pontok
tavolsdgainak négyzetosszege minimalis. Ezt [inedris trendvonalnak vagy linedris
regresszionak is nevezik. Az Excelben ez egyszertien abrézolhato. Klikkeljen vala-

melyik kék pontra, majd a helyi meniiben valassza a Trendvonal felvétele pontot.
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Pipalja ki az Egyenlet latszik a diagramon lehetéséget, majd nyomja meg a Bezdrds

gombot.

A linearis trendvonal meredekségét a |MEREDEKSEG | fiiggvénnyel, illetve a fiiggsle-
ges tengelymetszet értékét a |METSZ | fliggvénnyel szdmolhatjuk ki. Ennek alapjan o

becslése

’=1/MEREDEKSEG(C1:CQ;B1:B9) \

és m becslése

=-METSZ(C1:C9;B1:B9) /MEREDEKSEG(C1:C9;B1:B9)

Az eredmény o ~ 0,7911 és m ~ 5,1902. Ellenérzésképpen kozoljiik, hogy a felhasz-
nalt mintarealizacié m = 5,2 és o = 0,8 paramétert normalis eloszlasbol szarmazik.

Az egész megoldast végigkovetheti a kdvetkezs videon.

VIDEO I

3.3. Grafikus exponencialitasvizsgalat

3.2. Példa. A minta-02.txt fijlban talalhaté mintarealizacié alapjan vizsgélja

meg, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo lehet-e exponencialis eloszlasi.

Megoldds. Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznélva, ha teljesiil, hogy a vizsgalt valo-

szintiségi valtozo exponencidlis eloszlasti A paraméterrel, akkor

k; .
Sl g=1,...,r,
n

azaz
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Igy y; :=1n (1 — %) jeloléssel az (x;,y;) (1 =1,...,7) koordinataju pontok koriilbe-
lil egy olyan egyenesre esnek, melynek —\ a meredeksége és atmegy az origon.

A mintarealizaciot masolja egy Excel-munkalap A oszlopaba. Vizsgilja meg a
legkisebb és legnagyobb értékét a mintarealizicionak. Azt kapjuk, hogy 2,5002 a
legkisebb és 7,9942 a legnagyobb érték. Igy hasznalhatjuk az el6z6 megoldasbeli

beosztast, melyet a B oszlopba irjunk. Ezutan a C1 cellaba irja be, hogy

|=LN(1-DARABTELI(A:A;"<"&B1) /DARAB(A:A)) ]

majd a kitoltGjelre klikkeljen kétszer. Az abrazolast az el6z6 megoldashoz hasonléan

végezheti el.

-0,2 A *

04 -

06

08

1,2

A kapott abra azt mutatja, hogy a pontok inkabb valamilyen ivelt gorbén he-
lyezkednek el, mintsem egy egyenesen, ezért nagy biztonsiggal allithatjuk, hogy a
vizsgalt valoszintiségi valtozé az adott mintarealizacié alapjan nem exponencialis
eloszlasu.

Ha csak az els6 négy pontot hagyjuk meg, akkor az méar jo kozelitéssel elhe-
lyezhet6 egy egyenesen, de ez az egyenes messze halad el az origotol, igy pusztan
ezen pontok figyelembevételével is azt allithatjuk, hogy a minta nem exponencialis

eloszlasbol szarmazik.

a

-0,2

-0.4

3.4. Gyakorlatok

3.1. gyakorlat. A minta-02.txt fajlban talalhatdé mintarealizéci6 alapjan vizsgélja
meg, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo lehet-e egyenletes eloszlast. Ha igen, akkor

a kapott dbra alapjan becsiilje meg a paramétereket.
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Utmutatds. Ha teljesiil, hogy a vizsgalt valoszintségi valtozo egyenletes eloszlasi az

[a, b] intervallumon, akkor

ki xi—a 1 a
~ = T; —
n b—a b—a

Ha példaul az x1 = 3; 29 = 3,5; 23 = 4; x4 = 45, x5 = 5, xg = 5,5; w7 =
= 6; xg = 6,5; x9g = 7; x19 = 7,5 beosztast hasznaljuk, akkor a kévetkezs abrat

kapjuk:

Igy nagy valoszintséggel mondhatjuk, hogy a minta egyenletes eloszlasbol szarmazik.
A |MEREDEKSEG | és |METSZ | fiiggvények segitségével az a becslése 2,4881 illetve a b

becslése 8,0430. Osszehasonlitasként kozoljiik, hogy a vizsgalt valoszintségi valtozo

egyenletes eloszlasu volt a [2,5; 8] intervallumon.

3.2. gyakorlat. A minta-03.txt fajlban talalhatdo mintarealizéci6 alapjan vizsgélja
meg, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo lehet-e exponencialis eloszlasi. Ha igen,

akkor a kapott abra alapjan becsiilje meg a paramétert.

Utmutatds. A grafikus exponencialitasvizsgalatban leirtak szerint jarjon el. Hasznél-
hatja példaul az z; = 0,2; x93 = 0,4; 23 =0,6; v4 = 0,8; 25 =1; 26 = 1,2; 27 =
= 1,4; xg = 1,6 beosztast. Ekkor a kapott pontok nagyon jol illeszkednek egy olyan
egyenesre, amely dtmegy az origon. Igy nagy biztonsaggal allithatjuk, hogy a min-
tarealizacié exponenciélis eloszlasbol szarmazik.

A X\ paraméter becslésénél tovabbra is azt az egyenest keressiik, amely a legkisebb
négyzetek modszerével adodik, de most a vizsgalandé egyenesek korét lesziikithet-
jik azokra, amelyek atmennek az origon. Ezt ugy tehetjiik meg, ha a trendvonal

beallitasanal kipipaljuk a Metszéspont: 0 opciot.
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y=-3,3976x

*

A meredekségbdl tehat lathato, hogy A becslése 3,3976. Osszehasonlitasképpen ko-
zoljiik, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozd exponencidlis eloszlast volt A = 3,2

paraméterrel.

3.3. gyakorlat. A minta-04.txt fajlban talalhatdo mintarealizéci6 alapjan vizsgélja
meg, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo lehet-e normalis eloszlast. Ha igen, akkor

a kapott dbra alapjan becsiilje meg a paramétereket.

Utmutatds. A grafikus normalitasvizsgalatban leirtak szerint jarjon el. Hasznéalhatja
példaul a —3-t6l 3-ig terjeds egyenletes beosztast 0,5 hosszisagn részintervallumok-
kal. Ekkor a kovetkezdt kapjuk:

15

05 +

-0,5

-15 -

Ebbdl egyértelmiien lathato, hogy a minta nem normélis eloszlasbol szarmazik.

3.4. gyakorlat. A minta-04.txt fajlban talalhato mintarealizacié alapjan vizsgélja

meg, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo lehet-e Cauchy-eloszléasu.

Utmutatds. Ha teljesiil, hogy a vizsgalt valoszintségi valtozo Cauchy-eloszlasi, akkor
k; .
— ~ —arctge; + =, t1=1,...,7,
n m 2
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aAzZaAZ
—— = |r ) ~z;, 1=1,...,7
& n 2
1

Igy y; = tg ((% — 3)m) jeldlessel az (x;,y;) (i = 1,...,7) koordinataju pontok
koriilbeliil egy olyan egyenesre esnek, melynek 1 a meredeksége és dtmegy az origon.
Excelben a tgx az fiiggvénnyel szamolhato, ahol x radianban van megadva.

[smét hasznaljuk a —3-t6l 3-ig terjeds egyenletes beosztéast 0,5 hosszisagu rész-

intervallumokkal. Ekkor a kévetkezoét kapjuk:

A kapott egyenes 1,031 meredekségti, ami jo kozelitéssel 1, igy nagy valdszintiséggel

allithato, hogy a vizsgalt valészintiségi valtozoé Cauchy-eloszléast.

3.5. gyakorlat. Generaljon Excel segitségével 3000 elemti mintarealizaciot egyenle-
tes, exponencialis, normalis illetve Cauchy-eloszlast valdszintiségi valtozora vonatko-
zoan a korabban ismertetett modszerekkel. Grafikus illeszkedésvizsgalattal igazolja,
hogy az igy generalt mintarealizaciok valoban olyan eloszldstak, mint aminek az

elmélet szerint kell lennie.
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4. Statisztikak

Ebben a fejezetben azt vizsgéljuk, hogyan lehet a kiilonbo6z§ statisztikakat kiszdmol-

ni Excelben.

4.1. Példa. A minta-02.txt fajlban talalhato mintarealizéci6 esetén szémolja ki a
kovetkezd statisztikdkat: minta elemszama; mintaterjedelem; terjedelemkozép; min-
taatlag; tapasztalati szoras; tapasztalati szordsnégyzet; korrigalt tapasztalati szoras;

korrigalt tapasztalati szorasnégyzet; tapasztalati median; tapasztalati modusz.

Megoldds. A mintarealizaciot masolja az A oszlopba. Az el6z6 statisztikakat a kovet-

kez6 modon széamolhatja ki:

A B C
1 7,46 minta elemszama =DARAB(A:A)
24,1276 mintaterjedelem =MAK[A:A)-MIN{AA)
37,4835  terjedelemk&zép =(MIN{AA)+HMAX(AA)) /2
4 15,3306 mintadtlag =ATLAG(A:A)
5 4,6688  tapasztalati széras =5ZORASP(A:A)
65,0706 tapasztalati szdrdsnégyzet =VARP([A:A)
7 7,496 korrigalt tapasztalati szdréas =5ZORAS(A:A)
8 3,8952 korrigdlt tapasztalati szdrasnégyzet  =VAR(A:A)
9 6,5811 tapasztalati median =MEDIAN(A:A)

A B C D E
1 (7,46 minta elemszama 1500
2 14,1276  mintaterjedelem 5,494
3 74835 terjedelemkézép 5,2472
4 |5,3306 mintaatlag 5,263688
5 |4,6688  tapasztalati szdras 1,60214677
6 |5,0706  tapasztalati szdrdsnegyzet 2,56687427
7 7,496 korrigdlt tapasztalati szdrds 1,60268108
8 13,8952  korrigdlt tapasztalati szdrasnégyzet 2,56858666
9 16,5811  tapasztalati median 5,25955

Természetesen

[VARP(A:A) | — | SZORASP(A:4)~2]
VAR(A:A) | = |SZORAS(A:A) 2|

4.2. Példa. A minta-05.txt fajlban talalhaté mintarealizéci6 esetén szémolja ki a

tapasztalati moduszt.

Megoldds. A mintarealizaciot mésolja az A oszlopba. Ekkor a tapasztalati modusz

értéke a | =MODUSZ (A:A) ‘ fiiggvénnyel szamolhato ki, amely most 2-vel egyenld.

4.3. Példa. A minta-02.txt fajlban talalhaté mintarealizicié esetén adja meg a
harmadik tapasztalati momentumot, harmadik tapasztalati centralt momentumot,

tovabb4a a rendezett mintét.
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Megoldas. A mintarealizaciot masolja az A oszlopba. A B1 cellaba irja a kovetkezét:
. A B1 cella kitoltGjelére klikkeljen kétszer.

A C1 cellaba frja a kivetkez6t: |=(A1-ATLAG(A:A))~3| A C1 cella kitéltGjelére
klikkeljen kétszer.

Ezutén a D1 cellaba irja a kovetkezét: ’=ATLAG (B:B) ‘ A kapott érték négy tize-

desjegyre kerekitve 186,4503, mely a harmadik tapasztalati momentum.

Az E1 cellaba irja a kovetkezst: ’ =ATLAG(C:C) ‘ A kapott érték négy tizedesjegyre

kerekitve 0,0787, mely a harmadik tapasztalati centralt momentum.

A rendezett minta megadasahoz az A oszlopot masolja at az F oszlopba, majd

Adatok — Rendezés és sziirés — Rendezés méret szerint (névekvd) —

Folytatja az aktudlis kijeloléssel — Rendezés
Ezutan a rendezett mintat az F oszlop tartalmazza.

4.4. Példa. Tekintsiik a kovetkezs kétdimenzios valoszintiségi vektorvaltozora vo-

natkoz6 mintarealizaciot:

(0,12:1,03) (0,63;0,13) (0,44;1,50) (0,50;1,21) (0,66;1,73)
(0,81:1,13) (0,91;1,73) (0,96;0,65) (0,41;1,10) (0,67;0,01).

Szamolja ki a tapasztalati kovarianciat és korrelacios egyiitthatot.

Megoldds. A rendezett szamparok elsé elemeit tegye az A oszlopba, a masodik ele-
meket pedig a B oszlopba. A tapasztalati kovarianciat a |KOVAR |, mig a tapasztalati
korrelacios egylitthatot a | KORREL | fiiggvénnyel szamolhatja ki az alabbiak szerint:

A B C D
10,12 1,03 tapasztalati kovariancia =KOVAR(A:A;B:B)
2 0,63 0,13 tapasztalati korrelacids egyltthatd =KORREL(A:A;B:B)
3044 1,5
405 1,21
5 0,66 1,73
6 0,81 1,13
7 0,91 1,73
8 (0,96 0,65
9 041 1,1
10 0,67 0,01

45



A B C D
0,12 1,03 tapasztalati kovariancia -0,006082
0,63 0,13 tapasztalati korrelacids egyitthatd -0,044347395
044 1,50
050 1,21
0,66 1,73
0,81 1,13
0,91 1,73
0,96 0,65
041 1,10
100,67 0,01

LY=R = BN (= R R R R N

4.1. Gyakorlatok

4.1. gyakorlat. A minta-02.txt fajlban taldlhaté mintarealizacié esetén adja meg

a
n n n 1 n n
2 —\2 -
Ty, Ty, (zi —T)%, n |z; — T, Zi,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
értékeket, ahol 1, ..., x, a mintarealizaci6 elemeit jelenti, és T = % o T

Utmutatds. Hasznaljuk rendre a kovetkezd fiiggvényeket:

El

| NEGYZETOSSZEG |
s
ATL .ELTERES]|

| SZORZAT |

4.2. gyakorlat. A minta-02.txt fajlban talalhaté mintarealizacié els§ 100 elemé-

nek szamolja ki a mértani illetve harmonikus kozepét.

Utmutatds. Hasznaljuk a |MERTANI .KOZEP | és | HARM.KOZEP | fiiggvényeket.

4.3. gyakorlat. A minta-02.txt fajlban taldlhaté mintarealizicié esetén adja meg
(1) a 3-nal kisebb elemek Osszegét;
2) a 3-nal nagyobb de 4-nél kisebb vagy egyenld elemek Gsszegét;

3) a 3-nal kisebb elemek szamat;

5) a 3-néal kisebb elemek atlagat;

(2)
(3)
(4) a 3-nal nagyobb de 4-nél kisebb vagy egyenls elemek szamét;
(5)
(6) a 3-nal nagyobb de 4-nél kisebb vagy egyenld elemek atlagat.

Utmutatds. Ha a mintarealizacié az A oszlopban van, akkor hasznalja rendre a ko-

vetkezé fliggvényeket:
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|=SZUMHA (A:A;"<3") |

=SZUMHATOBB (A:A;A:A;">3" ;A A;"<=4")
=DARABTELI (A:4;"<3") |
=DARABHATOBB(A:A;">3";A:A;"<=4")
=ATLAGHA(A:A;"<3")
=ATLAGHATOBB(A:A;A:A;">3";A:A;"<=4") |,

4.4. gyakorlat. Adja meg az I3.¢<4 indikdtorvaltozora vonatkozé mintarealizéciot,

ha a minta-02.txt fajlban taldlhato a &-re vonatkozo mintarealizacio.

Utmutatds. A mintarealizaciot masolja az A oszlopba. A B1 cellaba irja a kiovetkezot:
=HA(ES(A1>3;A1<=4);1;0) ‘ Ezutan a B1 cella kitoltGjelére klikkeljen kétszer.

4.5. gyakorlat. Adja meg a &}, és & _ értékeit, ahol a £-re vonatkozé mintareali-
zaci6 aminta-02.txt fajlban talalhato, tovabba &, ..., & a rendezett mintat jeloli.
A rendezett mintdnak hanyadik eleme a mintarealizacio 5. eleme? A mintarealizaci-

6nak hanyadik legnagyobb eleme 7,9637

Utmutatds. A mintarealizaciot masolja az A oszlopba. Ekkor
& = |KICSI(A:A;k) |

& = |NAGY(A:A; K+ 1) |

min{ k : & =& } = | SORSZAM(E;;A:A;1)
min{k:& , =&} +1 =|SORSZAM(E,;A:A;0) |.

4.6. gyakorlat. A minta-02.txt fajlban taldlhato mintarealizacié esetén adja meg

a 30%-os tapasztalati kvantilist, tovabba a tapasztalati also illetve fels6 kvartilist.

Utmutatds. Ha a mintarealizacié az A oszlopban van, akkor a 100t%-os tapasztalati
kvantilis, a tapasztalati also illetve felsé kvartilis rendre a kévetkezd modon szamol-
hato ki:

PERCENTILIS(A:A;t) |, [KVARTILIS(A:A;1)

, | KVARTILIS(A:A;3) ]

4.7. gyakorlat. A minta-01.txt illetve minta-04.txt fajlban talalhatdé mintarea-
lizaciok esetén adja meg a tapasztalati ferdeséget és tapasztalati lapultsagot. Ennek
alapjan melyik minta szarmazhat normalis eloszlasbo6l? Az eredményt vesse Gssze a

grafikus illeszkedésvizsgélatnal tapasztaltakkal.

Utmutatds. Az eloszlas ferdeségének illetve lapultsaganak természetes becsléseként

definidltuk a tapasztalati ferdeséget illetve lapultsagot:

15 . _£)3 15 . _ )4
n Zzg(éz 3 illetve & 22'15(4& 3

n

- 3.
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Ezeket a harmadik tapasztalati centralt momentum kiszamoladsdhoz hasonl6an haté-
rozhatjuk meg. A kapott értékek 5 tizedesjegyre kerekitve minta-01 esetén —0,03636
illetve 0,00135 tovabbé minta-04 esetén 54,17325 illetve 2952,01016. Mivel ezek az
értékek minta-01 esetén 0-hoz kozeliek, mig minta-04 esetén tavoliak, ezért az el6b-
bi minta szarmazhat normélis eloszlasbol, de az utobbi nem. Ez a grafikus illeszke-
désvizsgalatnal tapasztaltakkal is 6sszhangban van.

A tapasztalati ferdeség kiszamolasara az Excelben van egy | FERDESEG | fiiggvény,
de ez mas becslést hasznal az eloszlas ferdeségére:

nZ:’L:1<£i - E)g _
(n—1)(n— 2)5;;3

Excelben a lapultsédgot csiicsossagnak nevezik, pontosabban a tapasztalati lapult-

sdgot a | CSUCSOSSAG | fiiggvénnyel szamolhatjuk, de ez is mas becslést hasznal az

eloszlas lapultsagara a korabban ismertetetthez képest:

n(n+ 1350 (& —¢)° 3(n — 1)

(n—1)(n—-2)(n-3)8* (n—2)(n—3)

Ezek a statisztikak nagy n esetén koriilbeliil megegyeznek az el6bbi statisztikakkal.
A |FERDESEG| ¢s |cSUCS0SSAG| értekei 5 tizedesjegyre kerekitve minta-01 esetén
—0,03638 illetve 0,00436 tovabba minta-04 esetén 54,20035 illetve 2956,93809.

4.8. gyakorlat. Legyenek az x1, ..., x9 szdmok a minta-01 els6 20 eleme, tovabba
az Y, ..., Y0 szamok a minta-02 els§ 20 eleme. Szamolja ki a kovetkezd értékeket:
20 20 20 20
D wiyi, Y (wi—ui)® Y (@l =), D (@ 7).
i=1 i=1 i=1 i=1
Utmutatds. Hasznélja rendre a kovetkezd fiiggvényeket:
SZORZATOSSZEG |, | SZUMXBOLY?2 |, | SZUMX2BJLY2 |, | SZUMX2MEGY2|.

Y Y
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5. Intervallumbecslések

Legyen & a vizsgélt valoszintiségi valtozo, amelyre a mintat vonatkoztatjuk. A &
eloszlasanak legyen ¥ egy ismeretlen becsiilendé paramétere. Intervallumbecslésnél
egy olyan intervallumot adunk meg, amelybe a 1 valodi értéke nagy valoszintiséggel
beleesik. Ezen intervallum alsé és felsG végpontjat egy-egy statisztika realizacidjaval
adjuk meg. A becsl§ intervallumot konfidenciaintervallumnak nevezziik. Ennek a
biztonsagi szintje az az érték, amelynél nagyobb vagy egyenls valoszintiséggel telje-

siil, hogy 9 a konfidenciaintervallumba esik.

5.1. Normalis eloszlas paramétereinek becslése

5.1. Példa. A minta-06.txt fajlban taldlhat6 mintarealizaciorol grafikus illeszke-
désvizsgalattal gy6z6djon meg, hogy normaélis eloszlasbol szarmazik. Tudjuk, hogy a

szorés 0,7. Adjon a varhato értékre 0,99 biztonséagi szintii konfidenciaintervallumot.

Megoldas. A grafikus illeszkedést hasonléan csinaljuk mint korabban, igy itt mar
nem részletezziik. Legyen & az a valoszintiségi valtozo, amelyre a mintarealizicio
vonatkozik és n a mintaelemeszam. Ismert, hogy 1 — a =0,99, ¢ = 0,7
- 0 «
nme- 213
1=¢ NG 2
- 0 Q@
n=E+——07(1-7)
jelolésekkel [71, 2] 0,99 biztonsagi szintd konfidenciaintervallum a varhato értékre.
A mintarealizaciot mésolja az A oszlopba. Ezutan vegye fel az alapadatokat, sza-

molja ki a-t, a mintaelemszamot és a mintaatlagot a kovetkezd abranak megfelelGen:

A B C
1 17,2095 biztonsagi szint= 0,99
2 16,087 szaras= 0,7
3 (14,6349 alfa= =1-C1
4 |15,7631 mintaelemszadm = =DARAB(A:A)
5 |15,1532 mintadtlag = =ATLAG{A:A)
6 13,1924

A széras, a, mintaelemszam és mintaatlag értékeit tartalmazo celldkat nevezze el
rendre széras, alfa, n, atlag moédon. Ehhez lépjen az adott cellara, majd a szer-
kesztéléc mellett balra talalhatdé név mezdbe irja a megfelels nevet. Végiil {isson
Enter-t.

49


http://tomacstibor.uni-eger.hu/tananyagok/stat/minta-06.txt

Ezutéan kovetkezhet a varhatd értékre vonatkozo konfidenciaintervallum alsé és

fels6 végpontjanak a kiszamitasa. Ehhez tudnunk kell, hogy

®~!(x) = | INVERZ.STNORM(2) | (0 < z < 1).

Igy az als6 végpont

=atlag-INVERZ.STNORM(1-alfa/2)*széras/GYOK (n)

modon, mig a fels6 végpont

=atlag+INVERZ.STNORM(1-alfa/2)*széras/GYOK (n)

modon szamolhato. A szamolas kicsit egyszertibben is elvégezhetd, ha tudjuk, hogy

Excelben

—z—®*1<1—-%> :]MEGBEZHATGSAG(a;a;n).
n

vn

Ebben az esetben az als6 végpont

=4tlag-MEGBIZHATOSAG (alfa;széras;n)

modon, mig a fels§ végpont

=ét1ag+MEGBiZHAT[jSAG (alfa;szdéras;n)

moédon szamolhaté. A kapott eredményeket kerekitsiik négy tizedesjegyre. A vég-

eredmény a kovetkezd abran lathato:

A B C
1 17,2095 biztonségi szint= 0,99
2 16,087 szoras= 0,7
2 14,6349 alfa= 0,01
4 15,7631 mintaelemszam = 456
32 15,1532 mintaatlag = 15,28107735
b 13,1924 A varhato értékre vonatkozo konfidenciaintervallum
7 17,9192 alsd végpontja = 15,1966
8 16,7218 felsd végpontja= 15,3655

Ellenérzésképpen kozoljiik, hogy a varhato érték valodi értéke 15,3.

5.2. Példa. A minta-07.txt fajlban taldlhatdé mintarealizacié normalis eloszlasbol
szarmazik. (Errdl grafikus illeszkedésvizsgalattal meggy6zddhet.) Tudjuk, hogy a

varhato érték 1251. Adjon a széréasra 0,9 biztonségi szint konfidenciaintervallumot.
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Megoldds. Legyen &1,...,&, a minta. Ismert, hogy 1 — a = 0,9, m = 1251

o= \/2?1(51 —m)?

= \/2?1(& —m)?

jelolésekkel [71, 73] 0,9 biztonséagi szintd konfidenciaintervallum a szorasra.

A mintarealizaciot masolja az A oszlopba. A B oszlopot hagyja iiresen. Irja be az
alapadatokat (biztonsagi szint, varhato érték), majd szamolja ki a mintaelemszamot
és az a-t. A varhato érték, mintaelemszam és « értékeit tartalmazo celldkat nevezze
el rendre m, n, alfa modon.

Ezutan a B1 cellaba irja be, hogy [=m], majd a kitoltGjelre klikkeljen kétszer. Erre

azért van sziikség, mert igy a Y . (& — m)? realizacioja

| SZUMXBALY2(A:A;B:B)

modon kiszamolhato. Most szamolja ki ¢ és ¢y értékeit. Ehhez tudnunk kell, hogy
F ~ Khi(n) esetén

F~'(z) = |INVERZ.KHI(1 — z;n) | (0 < 2 < 1).

Igy ¢ = |INVERZ.KHI(1-alfa/2;n) | és c; — | INVERZ.KHI(alfa/2;n) | A ¢; és oy

értékeket tartalmazo cellakat nevezze el az egyszertiség kedvéért rendre c_1 és c_2

modon. Ezutan kovetkezhet a szorasra vonatkozo konfidenciaintervallum also és felsé

végpontjanak a kiszamitasa. Az alsé végpont

=GYOK (SZUMXBOLY2(A:A;B:B)/c_2)

modon, mig a felsG végpont

=GYOK (SZUMXBOLY2(A:A;B:B)/c_1)

moédon szamolhaté. A kapott eredményeket kerekitsiik négy tizedesjegyre. A vég-

eredmény a kovetkezd abran lathato:
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A B = D E F

1 1250,6 1251  biztonsagi szint= 0,9

2 1246.8 1251 varhatc érték = 1251

3 1247.8 1251 mintaelemszam = 891

4 1250,1 1251 alfa= 0,1

3 1256 1251 c 1= 822,7201

] 12459.1 1251 c_2= 961,5537

7 1249,2 1251 A szordsra vonatkozo konfidenciaintervallum
8 1249,3 1251  alsovégpontja= 2,1223

9 1246.8 1251 felsd végpontja= 2,2754

Ellenérzésképpen kozoljiik, hogy a szoras valodi értéke 3,2.

5.2. Valo6szintliség becslése

5.3. Példa. Egy ismeretlen p valoszintiségli esemény n = 55 kisérletbdl k£ = 39 alka-

lommal kévetkezett be. Adjon p-re 0,98 biztonsagi szint konfidenciaintervallumot.

Megoldds. Legyen ¢ a figyelt esemény indikatorvaltozoja. Ekkor € az esemény relativ

gyakorisagat, azaz %—et jelenti. Az 1 —a = 0,98
! eN f: MEa - <
7] = —max{ 2 : - —
Y = \i 2
1 z —i —
Ty 1= Emin{zEN: ZE:O (TZ)S (1=9" "> 1—%}

jelolésekkel [, 5] 0,98 biztonsagi szintd konfidenciaintervallum p-re.

Q

Irja be az alapadatokat (n, k, biztonsagi szint), majd szamolja ki az a-t. Az n,
k és « értékeit tartalmazo cellakat nevezze el rendre n, k, alfa modon.
Ezutan kovetkezhet a p-re vonatkozo konfidenciaintervallum also és fels§ vég-

pontjanak a kiszamitasa. Ehhez sziikség van a |KRITBINOM| fiiggvényre, melynek
jelentése

min { zeN: Y (?)Zi(l - > x} = |KRITBINOM(n;&;2) |z € (0,1).

max{z eN: Z (?)?(1 S :c} — |KRITBINOM(n;&;x) -1,

Igy az alsé végpont

] =(KRITBINOM(n;k/n;alfa/2)-1)/n \
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modon, mig a felsé végpont

=KRITBINOM(n;k/n;1—alfa/2)/n‘

modon szamolhaté. A kapott eredményeket kerekitsiik négy tizedesjegyre. A vég-

eredmény a kovetkezd abran lathato:

A B C
n= 55
k=39
biztonsagi szint= 0,98
alfa= 0,02

A p-re vonatkozo konfidenciaintervallum
also végpontja = 0,5455
felsd végpontja = 0,8364

b = I R TR S R

Ellenérzésképpen kozoljiik, hogy a feladatban megadott & = 39 gyakorisag, egy
p = 0,72 paramétert karakterisztikus eloszlasbol szarmaz6 minta generalasa révén
adodott.

5.3. Gyakorlatok

5.1. gyakorlat. A minta-08.txt fajlban taldlhaté6 mintarealizicié normaélis elosz-

lasbol szarmazik. Adjon a szorasra 0,95 biztonségi szintd konfidenciaintervallumot.

Utmutatds. Legyen n a mintarealizacio elemeinek a szama. Ekkor 1 — o = 0,95

F ~Khi(n — 1)

n
mEIET g
n
=5, -
i F(3)

jelolésekkel [11, 73] 0,95 biztonsagi szint konfidenciaintervallum a szérasra. A kapott
intervallum also illetve fels§ végpontja négy tizedesjegyre kerekitve 1,9081 illetve

2,8465. Ellenérzésképpen kozoljiik, hogy a valodi szoras 2,4.

5.2. gyakorlat. Oldjuk meg az el6z6 feladatot annak ismeretében, hogy a varhato
érték 14. Melyik modszer ad jobb becslést?

Utmutatds. A normalis eloszlas szorasanak becslésére vonatkozo példa megoldasat
hasznaljuk. A kapott intervallum alsé illetve felsé végpontja négy tizedesjegyre ke-
rekitve 1,9012 illetve 2,8245.
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Ennek az intervallumnak a hossza 0,9233, mig az el6bb kapott intervallum hossza
0,9384, azaz 0,0151-del hosszabb. Tehat a varhato érték ismeretében egy kicsit jobb
becslést kaptunk.

5.3. gyakorlat. A minta-09.txt fajlban taldlhaté6 mintarealizécié normélis elosz-
lasbol szarmazik. Adjon a varhato értékre 0,94 biztonsagi szintii konfidenciainter-

vallumot.
Utmutatds. Ha &, ..., &, a minta, akkor 1 — o = 0,94

Fr~t(n—1)

Ti ::g—%F_l (1—%)
Ty =&+ j%Fl (1—%)

jelolésekkel |11, 7] 0,94 biztonsagi szintd konfidenciaintervallum a varhato értékre.

A széamolashoz tudnunk kell, hogy F' ~ t(s) esetén

-INVERZ.T(27;s) |ha 0 < z < 1,
INVERZ.T(2 — 2z;s) | ha i <o < 1.

F ()
F~ ()

|
|

Most z =1—- 5 > % és 2 — 2z = a, ezért F~1 (1—%) :’INVERZ.T(a;n—l) LA

kapott intervallum also illetve fels6 végpontja négy tizedesjegyre kerekitve 4,2918

illetve 4,8270. Ellenérzésképpen kozoljiik, hogy a valodi varhato érték 4,6.

5.4. gyakorlat. Oldjuk meg az el6z6 feladatot annak ismeretében, hogy a szoéras
0,8. Melyik modszer ad jobb becslést?

Utmutatds. A normalis eloszlas varhato értékének becslésére vonatkozo példa meg-
oldasat hasznaljuk. A kapott intervallum alsé illetve fels§ végpontja négy tizedes-
jegyre kerekitve 4,2585 illetve 4,8604. Ennek az intervallumnak a hossza 0,6019, mig
az elébb kapott intervallum hossza 0,5352, azaz 0,0667-del révidebb. Tehat a szorés

ismeretében rosszabb becslést kaptunk.

5.5. gyakorlat. A minta-03.txt fijlban taldlhato mintarealizaciorol a grafikus il-
leszkedésvizsgalatnal lattuk, hogy exponencialis eloszléasbol szérmazik. Ennek a min-
tarealizacionak az els6 100 elemét a minta-10.txt fajl tartalmazza. Ebbdl adjunk

az eloszlas \ paraméterére 0,9 biztonséagi szint konfidenciaintervallumot.
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Utmutatds. Ha &, ..., &, a minta, akkor 1 — a = 0,9

F ~ Gamma(n; 1)

1
Ty = —=F71! (1 — g)
né 2

jelolésekkel [, 2] 0,9 biztonsagi szinti konfidenciaintervallum A-ra. A szamolashoz

tudnunk kell, hogy F' ~ Gamma(r; \') esetén

F~!(x) = | INVERZ.GAMMA (z;7;1/N) | (0 < z < 1).

A kapott intervallum als6 illetve felsé végpontja négy tizedesjegyre kerekitve 2,6750
illetve 3,7197. Ellenérzésképpen kozoljiik, hogy A valodi értéke 3,2.

5.6. gyakorlat. Egy esemény 10000 kisérletbsl 2562 alkalommal koévetkezett be.

Adjon az esemény valoszintiségére 0,99 biztonséagi szint konfidenciaintervallumot.

Utmutatds. Elészor oldjuk meg a gyakorlatot gy, ahogy azt egy korabbi hasonlo
példaban tettiik. A kapott intervallum also illetve felsé végpontja négy tizedesjegyre
kerekitve 0,2449 illetve 0,2675. Ellenérzésképpen kozoljiik, hogy a feladatban meg-
adott gyakorisag, egy p = 0,26 paraméterd karakterisztikus eloszlasbol szarmazo
minta generalasa révén adodott.

Mivel a kisérletek szdma most nagy, ezért a szamolésnél a Moivre-Laplace-tételt
is alkalmazhatjuk. Eszerint, ha n a kisérletek szdma és € az ismeretlen p valoszintségi

esemény relativ gyakorisaga, akkor 1 — a = 0,99

a c2 ra ra c?
§+35, — T -8+ 4
T —
L+
ra 2 c ra ra c?
45, + mVEA -+ 4
Ty = 2
1+g

jelolésekkel [71, 5] 0,99 biztonsagi szinti konfidenciaintervallum p-re. Az igy kapott
intervallum also illetve fels6 végpontja négy tizedesjegyre kerekitve 0,2451 illetve
0,2676. Ennek és az el6z6 intervallumnak a hossza gyakorlatilag megegyezik, igy

hasonléan jo mindkét becslés.
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A szamolas tovabb egyszertisithetd, ha figyelembe vessziik, hogy most % = 0,0001
elhanyagolhatoan kicsi \/Lﬁ = 0,01-hoz képest. Ekkor

T1 EE—% E(l_g)
T2 2§+i (1 -¢).

vn

Az igy kapott intervallum alsé illetve fels végpontja négy tizedesjegyre kerekitve
0,2450 illetve 0,2674.

5.7. gyakorlat. A minta-11.txt fajlban talalhat6 mintarealizacio [7,b] intervallu-
mon egyenletes eloszlasbol szarmazik. Adjon b-re 0,95 biztonsagi szint konfidencia-

intervallumot.

Utmutatds. Ha &, ..., &, a minta, akkor a =7, 1 —a = 0,95

F ~ Gamma(n;1)

o
o= (3)

T i=a+ (601 H(fz —a)

Ty :=a+ (eCQ
i=1

jelolésekkel [11, 75] 0,95 biztonséagi szintl konfidenciaintervallum b-re. A szdmolashoz
hasznalja a |KITEVO| és | SZORZAT| fiiggvényeket. A kapott intervallum also illetve
fels6 végpontja két tizedesjegyre kerekitve 13,25 illetve 17,86. Ellenérzésképpen ko-

S
I 3
—_
\_/

— 3|~

—
—
Fa
|
Q
~—
N———
3|

zoljiik, hogy b valodi értéke 15.
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6. Paraméteres hipotézisvizsgalatok

Grafikus illeszkedésvizsgalatnal azt néztiikk meg, hogy lehet-e példaul normalis el-
oszlasu a vizsgalt valoszintiségi valtozo. Tehat egy feltételezésrsl, hipotézisrsl don-
tottiink. A hipotézisvizsgdlatokban, vagy més néven statisztikai probdakban szintén a
statisztikai mezdére vonatkoz6 hipotézisekrsl dontjiik el a mintarealizacioé alapjan,
hogy igaz vagy sem, de ennek nem kell feltétleniil az eloszlasra vonatkoznia. Lehet
példaul az a hipotézis, hogy egy valdszintiségi valtozo varhatd értéke megfelel az
el6irasnak, vagy két valoszintségi valtozo fliggetlen, vagy a varhato értékeik meg-
egyeznek stb. Ha a hipotézis ismert eloszlascsaladbol szarmazo valoszintiségi valtozok
paramétereire vonatkozik, akkor parameéteres hipotézisvizsgalatrol beszéliink.

Azt a feltételezést, amelyrsl dontést akarunk hozni, nullhipotézisnek nevezziik
és Hy-val jeloljik. Ha Hy-t elutasitjuk, akkor egy azzal ellentétes allitast fogadunk
el, melyet ellenhipotézisnek neveziink és Hi-gyel jeloliink. Altalaban Hy és H; koziil
az egyik mindig bekovetkezik, de ez nem mindig van igy (lasd példaul az ugyne-
vezett egyoldali ellenhipotéziseket). Dontésiink lehet helyes vagy hibas a kovetkezd

tablazatnak megfelelGen:

Hy-t elfogadjuk  Hy-t elutasitjuk

H, igaz helyes doéntés elsdfaji hiba
H, igaz mdsodfaji hiba helyes doéntés

Ha Hj teljesiilése esetén az elséfaji hiba valoszintisége maximum « lehet, akkor ezt
a szamot a proba terjedelmének, az 1 — o szamot pedig a proba szintjének nevezziik.

A statisztikai proba menete a kovetkezs:

1. Megadunk egy H teljesiilése esetén ismert eloszlasu 7 statisztikat, mely lénye-
gesen masképpen viselkedik Hj illetve H; teljesiilése esetén. Az ilyen statiszti-
kat probastatisztikdnak nevezziik. (Ha nincs ilyen, akkor a sejtéstink legyen H;

és ezutan Hy-t ugy vélasztjuk meg, hogy mar legyen hozza probastatisztika.)

2. Rogzitett o ismeretében megadunk egy K C R halmazt tgy, hogy Hy teljesti-
lése esetén a 7 € K esemény valoszintisége maximum (vagy ha lehet, pontosan)
a legyen. A 7 € K eseményt kritikus tartomdnynak, mig az ellenkezsjét elfo-

gadasi tartomdnynak nevezziik.

3. Ha a mintarealizaci6 alapjan teljesiil 7 € K, akkor Hy-t elutasitjuk, azaz H;-
gyet fogadjuk el, mig 7 ¢ K esetben Hy-t elfogadjuk a H; ellenhipotézissel

szemben.
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Ekkor « terjedelmi probat kapunk. A K megvélasztasa 7-hoz nem egyértelmi. A
lehetséges esetekbdl ugy kell valasztani, hogy a masodfaju hiba valészintisége minél
kisebb legyen. Ezért ugyanazon nullhipotézis esetén a kiilonb6z6 ellenhipotézisekkel
szemben méas és mas kritikus tartomany a megfeleld.

A gyakorlatban a probastatisztikit nem nekiink kell kitalalni, hanem mér ismert
statisztikai probak koziil valasztunk a feladat feltételeinek és a célnak megfelelGen.

A kovetkezdkben targyalt statisztikai probakra teljesiilnek a kovetkezdk:

e Torzitatlan, azaz Hy-t nagyobb valészintiséggel utasitjuk el, ha H; igaz, mint

amikor Hy igaz.

e Konzisztens, azaz a minta elemszamanak novelésével a masodfaju hiba valo-

szintisége 0-hoz tart.

Elsfordulhat, hogy kiilénb6z6 szinteken kiilonbozé dontéseket hozunk ugyanazzal
a probaval. Ennek a kellemetlen tulajdonsagnak az az oka, hogy a cstkkentésével
a masodfaju hiba valoszintisége né. Ilyenkor a konzisztenciat kihasznalva, noveljiik
meg a minta elemszamét gy, hogy a masodfaji hiba valoszintisége kellGen lecsok-

kenjen.

6.1. Egymintas u-préba

¢ € Norm(m; o), m ismeretlen, o ismert, &, ..., &, a {-re vonatkoz6 minta, my € R

Hy:m=my

rogzitett.

H, kritikus tartomany

m#mg  2—29(Ju]) < «
m < mq d(u) < «
m > my 1—-d(u) <a

6.1. Példa. A minta-12.txt fajlban talalhaté mintarealizici6 normalis eloszlashol
szarmazik. Tudjuk, hogy a szorés 2. Teljesiilhet-e, hogy a varhato érték nagyobb
13,8-nél? Dontson 0,99 szinten.

Megolddas. A mintarealizacié atlaga harom tizedesjegyre kerekitve 13,982. A kérdés

az, hogy 13,8-t6l csak véletleniil nagyobb, vagy szignifikdnsan, azaz van valami oka.
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Egymintéas u-proba alkalmazhato, ahol Hy: m = 13,8 és H;: m > 13,8. A szint
0,99, azaz o = 0,01. Ezt kell 6sszehasonlitani 1 — ®(u) értékével. Excelben

1—®(u) = ’Z.PRDBA(A:A;mO;J)

?

ahol a mintarealizaci6 az A oszlopban van. Tehat mésoljuk a mintarealizaciot az A

oszlopba, majd egy celldba irjuk a kovetkezét:

=Z.PROBA(A:A;13,8;2) |.

Ennek az értéke hat tizedesjegyre kerekitve 0,004685, amitsl nagyobb az «. Tehat
a kritikus tartomanyban van a probastatisztika, azaz Hy-t elutasitjuk és ezzel a

Hi-gyet elfogadjuk. Tehat 0,99 szinten a varhato érték nagyobb 13,8-nél.

6.2. Kétmintas u-proéba

¢ € Norm(mq;01), n € Norm(ms;os) fliggetlenek, my, my ismeretlenek, oy, 09

ismertek, &1,...,&,, a {-re vonatkozo, n,...,n,, az n-ra vonatkoz6 minta.

’Hol ma :mg‘

E-7

Hy kritikus tartomény

my #my  2—20(Jul) < «
my < mgy P(u) < «
my > my 1—®(u) <a

6.2. Példa. A minta-14.txt fajlban talalhaté mintarealizécié normalis eloszlasbol
szarmazik, melynek szoérasa 2. A minta-15.txt fajlban talalhaté6 mintarealizicio
szintén normalis eloszlasbol szarmagzik, melynek szorasa 3. Teljesiilhet-e, hogy a két

minta varhato értéke megegyezik? Dontson 0,98 szinten.

Megoldds. Kétmintas u-proba alkalmazhatd Hy: my = mo és Hy: mq # meo hipoté-
zisekkel. Az u probastatisztika értéke koriilbeliil 4,34, melybdl 2 — 2®(|u|) értéke 6t
tizedesjegy pontossaggal 0,00001. Mivel o = 0,02, ezért az ellenhipotézist fogadjuk

el, azaz a két varhato érték nem egyezik meg.
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6.3. Egymintas t-préba

¢ € Norm(m; o), ahol m, o ismeretlenek, &,...,&, a &-re vonatkozoé minta, n > 2,

Hy: m =my

my € R rogzitett.

Sn
F~tn—1)
H, kritikus tartomany

m#mg 2-2F(t]) <a
m < mg F(t) < «
m > mg 1-F(t) <«

6.3. Példa. A minta-12.txt fdjlban taldlhaté mintarealizacié normalis eloszlasbol
szarmazik. Teljesiilhet-e, hogy a varhato érték egyenls 14-gyel? Dontson 0,99 szinten,

ha a szorast nem ismerjiik.

Megoldds. A mintarealizacio atlaga eltér 14-t6l. Kérdés, hogy ez véletlen vagy szig-
nifikans eltérés.

Egymintas t-proba alkalmazhato, ahol Hy: m = 14 és Hy: m # 14. A szint 0,99,
azaz o = 0,01. Ezt kell 6sszehasonlitani 2 — 2F(|t|) értékével. Excelben

Y

2 —2F(|t]) = ’T.PRGBA(A:A;B:B;Q;l)

ahol az A oszlopban van a mintarealizacio, és a B oszlop minden olyan cellajaban
az my értéke van, amely mellett taldlhatd a mintarealizacionak egy eleme. Eszerint
tehat masoljuk a mintarealiziciot az A oszlopba, majd a Bl cellaba irjuk be, hogy
14 (most ez az my). Ezutan a Bl cella kitoltGjelére klikkeljiink kétszer. Ezzel a
mintarealizaci6 minden tagja mellé 14 keriil. Mar csak egy ires cellaba az el6bb
emlitett modon ki kell szamolni a 2 — 2F(|t|) értékét. Ez most négy tizedesjegyre
kerekitve 0,7998 lesz. Ett6l kisebb «, igy a nullhipotézist fogadjuk el. Tehat a varhato
érték 14.

6.4. F-proba

¢ € Norm(mq;01), n € Norm(ms;os) figgetlenek, my, ms, 01,09 ismeretlenek,

&1, ..., &y a &-re vonatkozo, illetve 0y, . .., 1, az n-ra vonatkoz6 minta, ny > 2, ny >

> 2.
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%2
F _ §n1

_ST

n,n2

F~F(n —1;ny—1)

H, kritikus tartomany

op # o0y 2min{ F(F),1 - F(F) } <«
o1 < 09 F(F)<a
o1 > 09 1-F(F) <a

6.4. Példa. A minta-12.txt és minta-14.txt fajlban taldlhatdé mintarealizaciok
normalis eloszlasbol szarmaznak. Teljesiilhet-e, hogy a két minta szérdsa megegye-

zik? Dontson 0,99 szinten.

Megoldds. F-proba alkalmazhaté Hy: 01 = 09 és Hy: 01 # 09 hipotézisekkel. Ha az
A illetve a B oszlopokba rakjuk a két mintat, akkor

2min{ F(F),l — F(F)} = F.PRGBA(A:A;B:B) |

amely most négy tizedesjegyre kerekitve 0,6588. Az a = 0,01 ettdl kisebb, azaz a

nullhipotézist fogadjuk el. Tehat a szorasok megegyeznek.

6.5. Kétmintas t-proba

¢ € Norm(mg;01), n € Norm(ms;os) fiiggetlenek, my, mo, 01,09 ismeretlenek,
o1 = 09, &1,...,&,, a &-re vonatkozo, illetve ny,...,n,, az n-ra vonatkoz6 minta,
ny =2, ng = 2.

’Ho:m1:m2‘

t — E—ﬁ nlng(n1+n2—2)
\/”152,711"'"25%,712 ni+n2

F ~t(n; +ny —2)

Hy kritikus tartomény

my#my  2-2F(|t]) <«
my < Mo F(t) <a
my > Mo 1—F(t)<Oé

6.5. Példa. A minta-12.txt és minta-14.txt fajlban talalhaté mintarealiziciok

szarmazhatnak-e azonos normélis eloszlasbho6l? Dontson 0,99 szinten.
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Megoldas. Az el6z6 példaban lattuk, hogy a szérasok megegyeznek. Ezért a varhato
értékek egyezésére alkalmazhatunk kétmintas t-probat Hy: my; = mg és Hy: my #

= my hipotézisekkel. Ha az A illetve a B oszlopokba rakjuk a két mintét, akkor

2—2F(|t]) = ’T.PRGBA(A:A;B:B;Q;Q} ,

amely most gyakorlatilag 0. Igy o = 0,01 ettd]l nagyobb, azaz az ellenhipotézist
fogadjuk el. Tehat a varhato értékek kiilonboznek, vagyis nem azonos normaélis el-

oszlasbol szarmazik a két minta.

6.6. Scheffé-modszer

¢ € Norm(my;01), n € Norm(ms;os) fiiggetlenek, my, mo, 01,0y ismeretlenek,
&1, .., &, a &-re vonatkozo, illetve ny,...,n,, az n-ra vonatkoz6 minta, 2 < n; <

< To.

’Hoi mi :mg‘

n1
_ n 1 = S

Specialisan n; = ny esetén (; = & — n; teljesiil.

1= oy

¢n1
H, kritikus tartomany

my#me  2-2F(|t]) <«
myp < Mo F(t)<0(
mi > Mo 1—F(t)<a

ny = no esetén a modszer akkor is alkalmazhato, ha a mintak nem fiiggetlenek, de

csak akkor, ha & — n normalis eloszlas.

6.6. Példa. Egy iskolaban 1j modszert akarnak kiprobalni a gyerekek probléma-
megoldd képességeinek javitasara. A kisérlet elején kitoltetnek 50 gyerekkel egy ilyen
képességet mérd tesztet. A kapott eredményeket %-ban, a didkok névsoraval meg-
egyezd sorrendben rogzitették a minta-20.txt fajlban. Egy éven keresztiil alkal-
mazzak a modszert ezeken a didkokon. A tesztet az egy év leteltével megismétlik.

A kapott eredményeket ismét a didkok névsordval megegyezd sorrendben leirtak a
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minta-21.txt fajlban. Ennek alapjan dontsén 0,99 szinten arrél, hogy a modszer

sikeresnek mondhato-e.

Megoldds. Az els6 illetve mésodik teszt eredményeit masolja az A illetve B oszlop-
ba. Mivel a két minta nem tekinthet§ fiiggetlennek, ezért a kiilonbség mintat kell
megvizsgalni, hogy normaélis eloszlasi-e. A C1 celldba irja be, hogy , majd a
kitoltGjelre klikkeljen kétszer. Igy a C oszlopban megjelenik a kiilénbség minta. Erre

grafikus normalitasvizsgalatot végziink a kordbban ismertetett modon.

25 -
5 |
15 - *
1 4

0.3 L 2

%0
3 554 2 7

Ebbdl kapjuk, hogy a kiilénbség minta normalis eloszlastnak tekinthetd. Igy alkal-
mazhatjuk a varhato értékek osszehasonlitasara a Scheffé-modszert. Az ellenhipoté-
zis legyen az, hogy a modszer sikeres, azaz a masodik minta varhato értéke nagyobb
mint az elsGé. Igy az F(t) értékét kell kiszamolni, melyet | =T.PROBA(A:A;B:B;1;1)

modon lehet megtenni, ha az els§ minta atlaga kisebb. Ez most teljesiil, igy kap-
juk, hogy F(t) = 0,000161 hat tizedesjegyre kerekitve. Ett6l o nagyobb, tehéat az

ellenhipotézist fogadjuk el, azaz a modszer sikeresnek tekinthetd.

6.7. Példa. A minta-06.txt és minta-08.txt fajlokban normalis eloszlasu fiigget-

len mintédk vannak. Dontson a varhato értékeik egyezésérsl 0,98 szinten.

Megoldds. A minta-06-ot illetve minta-08-at masolja az A illetve B oszlopba. ElGszor
F-probat csinaljon. Ennek az lesz az eredménye, hogy a szordsok nem egyeznek
meg. Ezért a kétmintas t-proba nem alkalmazhato, igy marad a Scheffé-modszer. A
C1y---,Cn, minta elkészitéséhez tegye a kovetkezdket.

Egyelére a C és D oszlopokat hagyja iiresen. Szdmolja ki az els§ illetve mésodik
minta elemszaméat. Kapjuk, hogy ez 456 illetve 50. Mivel a méasodik minta elem-

szama kisebb, ezért ez lesz a £-re vonatkozo mintarealizacié. Kiilon szamolja ki az

1
1 i
s kgl Nk — 7] értékét

=SZUM(A1:A50) /GYOK (50%456) -ATLAG(A:A)

63


http://tomacstibor.uni-eger.hu/tananyagok/stat/minta-21.txt
http://tomacstibor.uni-eger.hu/tananyagok/stat/minta-06.txt
http://tomacstibor.uni-eger.hu/tananyagok/stat/minta-08.txt

modon. A cella neve legyen példaul . Ezutéan a (; értékét szamolja ki a C1

cellaba:

=B1-GYOK (50/456) ¥A1+konst |

Klikkeljen kétszer a C1 cella kitoltGjelére. Ezzel a C oszlopban elkésziilt a (i, ..., (p,
minta. A Scheffé-moddszer szerint erre kell alkalmazni az egymintéas t-probat mg =
= 0 valasztassal. Tehat a D1 celldba irja, hogy 0, majd klikkeljen kétszer a D1 cella
kitoltGjelére. Ekkor

2 — 2F([t|) = |T.PRABA(C:C;D:D;2;1) |

Ennek értéke most gyakorlatilag 0, tehat o nagyobb. Igy a varhato értékek nem
egyeznek meg. Kiszamolva az atlagokat, az els6é nagyobb, tehat az egyoldali ellen-

hipotézisek esetén azt a dontést hoznénk, hogy az els6 minta varhato értéke nagyobb.

6.7. Khi-négyzet proba

¢ € Norm(m; o), ahol m, o ismeretlenek, &, ..., &, a &-re vonatkozo minta, n > 2.

Hy: 0 =0y

2

2_Sn

X = N
o)

F ~ Khi(n — 1)

H, kritikus tartomany

o#0o 2min{ F(x*),1 - F(x*} <a
o < oy F(x*) <«
o >0y 1-F(*) <a

6.8. Példa. Egy alkatrész valamelyik paraméterére vonatkoz6 normalis eloszlasu
minta a minta-07.txt fajlban taldlhat6. ElGzetes vizsgédlat kimutatta, hogy a var-
hato érték megfelel az elGirasnak. A selejtarany alacsonyan tartasa miatt a szoras
nem lehet nagyobb 3-nél. Eleget tesznek-e a legyartott alkatrészek ennek a feltétel-

nek? Dontson 0,98 szinten.

Megoldds. Legyen az ellenhipotézis az, hogy nem felel meg a feltételnek, azaz Hy: o >
> 3. Az 1 — F(x?) értékét kell kiszamolni. A mintat mésolja az A oszlopba. Ekkor
P ’VARP(A:A) xDARAB(A:A)/9 ‘ Ezt a cellat nevezze el nek. Ezutan
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1 — F(x?) = |KHI.ELOSZLAS (khi;DARAB(A:A)-1) |

Ennek értéke 0,0003 négy tizedesjegyre kerekitve. Ett6l nagyobb az «, tehat az
ellenhipotézist fogadjuk el. Igy a dontésiink az, hogy a gyartmany nem felel meg a

szOrasra vonatkozo feltételnek.

6.8. Statisztikai préba az exponencialis eloszlas paraméterére

¢ € Exp()\), ahol X ismeretlen, &, ..., &, a &-re vonatkozo minta, A\g € R, rogzitett.

7= )\onf

F ~ Gamma(n; 1)

H, kritikus tartomany

AZ£ X 2min{ F(7),1 - F(y)} <«
A< Ao 1-F(y) <«
A > Ao F(v) <«

6.9. Példa. Az egészségligyi miniszter hoz egy rendeletet, miszerint a héziorvosi
rendel6kben az orvosoknak minden beteggel atlagosan 5 percnél tobbet kell foglal-
koznia. Egy adott rendel6ben feljegyeznek néhany beteggel valoé konzultacié idejét
percben. A mintat a minta-22.txt fajl tartalmazza, mely exponencialis eloszlasu.

Ez alapjan betartja-e az itteni orvos a rendeletet? Hozzon dontést 0,99 szinten.

Megoldds. A mintaatlag 7,07 perc, tehat ugy tiinik, hogy az orvos betartja a ren-
deletet. Kérdés, hogy ez csak véletlen, vagy szignifikinsan nagyobb a konzultécio
id6 b percnél. Legyen az az ellenhipotézis, hogy az orvos betartja a rendeletet, azaz
E¢ = % > 5. Igy tehat Hy: A < 0,2. Az 1 — F(v) értékét kell 6sszehasonlitani a-val.

Maésolja a mintat az A oszlopba. Ekkor

1—F(y) = ’ 1-GAMMA . ELOSZLAS (0, 2%SZUM(A: A) ;DARAB(A:A) ;1;IGAZ) |,

amely most 0,001 harom tizedesjegyre kerekitve. Ett6l o nagyobb, ezért az ellenhi-

potézist fogadjuk el, miszerint az orvos betartja a rendeletet.
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6.9. Statisztikai proba valészintiségre

¢ € Bin(1;p), p ismeretlen, 0 < py < 1 rogzitett és &y, . .., &, a &-re vonatkozo minta.

FYz) = min{ zeN: ; (Mph(1—po)" " > }

Ha min{ npy, n(1 — po) } > 10, akkor

1
F_l(m) ~npy— = + /npo(l — pO)CI)_l(x).

2
H, kritikus tartomény
D # Po n€<F*1(%) vagyng>F*1(1—%)
P < Do né < F~1(a)
P> po né > F1(1—a)

Az elgbbi kritikus tartomanyok végpontjaira (kritikus értékek) tovabbi feltételek
kellenek:

H, feltétel
p#py 1<F (9 <npp<F'(1-%)<n-1
P <Do 1< Fl(a) <npy
» > Do npo< F'(1—a)<n—1

Ezen feltételek mindig teljesitheték o és n alkalmas megvalasztasaval.

6.10. Példa. A tejiparban hasznos lehetne egy olyan eljaras, melynek révén na-
gyobb aranyban sziiletne iisz6borji, mint bikaborj, hiszen ekkor tobb fejéstehenet
nevelhetnének fel azonos sziiletésszam mellett. Egy kutato javasol egy modszert erre.
Az allitasanak ellenérzésére elvégeznek 100 ilyen eljarast, melynek révén 61 darab
iisz6borju sziiletett. Ennek alapjan dontson 0,99 szinten arrél, hogy hatasos-e a

modszer.

Megoldas. Jelentse & az eljaras révén iiszGborju sziiletésének indikatorvaltozojat és
p annak valészintiségét, hogy egy ilyen moédszer alkalmazasaval iisz6borju sziiletik.
Ekkor tehat n = 100 és n€ = 61. A modszer akkor hatékony, ha p > % Alkalmazzuk

az el6bb ismertetett statisztikai probat py = % valasztassal. Tehét
1
Hy:p= 3
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1
Hlip>§

hipotézisekrdl dontiink. A szint 0,99, igy a kritikus érték

)10 > 0,99 }

1
2

F(1—a) = F1(0,99) = min{ 2€N: ;0 ("I

A feltétel az, hogy ez az érték 51 és 99 kozé essen. Excelben

Y

min{ zeN: Y (Mp(l—p)t = x} = ’KRITBINOM(n;p;x)
i=0

azaz F~1(0,99) ’=KRITBINOM(100;1/2;O,99)‘ modon szamolhato ki. Igy kapjuk,
hogy F~1(0,99) = 62. Erre teljesiilnek a feltételek, és né = 61 < 62 igy a nullhipo-
tézist fogadjuk el, azaz a mdédszer nem hatékony.

Azonban, ha 0,95 szinten dontenénk, akkor F~'(0,95) = 58 miatt mar az ellen-
hipotézist fogadnank el, hiszen né = 61 > 58. Igy a véalaszunk a szint fiiggvénye.

Ezért tanacsos tovabbi kisérleteket végezni.

6.11. Példa. Tegyiik fel, hogy az eléz6 feladatban tovabbi 100 esetet megvizsgal-
nak, és azt kapjak, hogy a most mar 6sszesen 200 esetbdl 125 alkalommal sziiletett
iisz6borji. Igy is dontson 0,99 szinten arrél, hogy hatasos-e a modszer. Kell-e tjabb

kisérleteket végezni?

Megoldds. Ekkor F~1(0,99) = 116 (a feltétel az, hogy ez az érték 101 és 199 kozé
essen, ami teljesiil), igy a modszert hatékonynak mondhatjuk, hiszen 125 > 116.
Az F~! monoton névekvs, igy ennél kisebb szinten is ugyanigy dontenénk. Ezért
tovabbi kisérletekre nincs sziikség.

Megjegyezziik, hogy a szamolashoz min{ npg, n(1 — po) } > 10 miatt a kozelits

formulét is hasznalhatjuk:

F71(0,99) ~200- 4 — 5 + \/200 2 (1-5)97(0,99) ~ 115,9

egy tizedesjegyre kerekitve. Mivel ez az elfogadasi tartomany fels6 hatéra, ezért

célszert folfelé kerekiteni, azaz 116-ot kapunk, mint az elébb.

6.10. Gyakorlatok

6.1. gyakorlat. Egy gépsoron csavarokat készitenek. Az elGiras az, hogy a csavarok
hossza 14 mm legyen. Néhany hosszat lemérik. A minta-12.txt fajlban taldlhato

a mintarealizacio, mely normaélis eloszlasbol szarmazik és tudjuk, hogy a szoras 2.

67


http://tomacstibor.uni-eger.hu/tananyagok/stat/minta-12.txt

Eleget tesznek-e a csavarok a hossziisdgra vonatkozo elGirasnak, vagy allitani kell a

gép pontossagan? Doéntson 0,99 szinten.

Utmutatds. Hasznaljon egymintéas u-probat Hy: m = 14 és Hy: m # 14 hipotézisek-
kel. Konnyen lathato, hogy

2 — 20 (|u|) = 2min{ 1 — ®(u), d(u) },

igy

2—-2¢(h4)::]2*MIN(Z.PRGBA(A:A;14;2);1-2.PRGBA(A:A;14;2))

modon szamolhato.

6.2. gyakorlat. Egy keresked6 egy malomtol nagy tételben lisztet rendel 1kg-os
kiszerelésben. A megvasarolt tételbdl 100 zacskot lemérnek grammban. A mintarea-
lizaci6 a minta-13.txt fajlban talalhato. Tudjuk, hogy a minta normaélis eloszlasbol
szarmazik, melynek 10 gramm a szorasa. Dontson 0,99 szinten, hogy a kereskedd

elfogadja-e a szallitményt.

Utmutatds. Hasznaljon egymintas u-probat Hy: m = 1000 nullhipotézissel. A keres-
ked6 csak akkor nem fogadja el a szallitményt, ha a H;: m < 1000 ellenhipotézis
teljestil. A ®(u) értéke négy tizedesjegyre kerekitve 0,1442, melytsl kisebb a, igy

elfogadjuk a nullhipotézist. Tehat a szallitméanyt atveheti a kereskedd.
6.3. gyakorlat. Oldja meg az el6z6 gyakorlatot tigy is, ha nem ismerjiik a szoérast.

Utmutatds. Hasznaljon egymintés t-probat az el6z6 hipotézisekkel. Excelben, ha & <

< my, akkor

F(t) = ’T.PRC]BA(A:A;B:B;l;l) ,

ahol az A oszlopban van a mintarealizacio, és a B oszlop minden olyan cellajaban az

mg értéke van, amely mellett talalhaté a mintarealizacionak egy eleme.

6.4. gyakorlat. Egy kérhaznak olyan fajdalomcsillapitora van sziiksége, amely 12
percen beliil hat. Egy bizonyos fajtat kiprobalnak néhany betegen. A hatéas elérését
percben mérik. A minta-14.txt fajlban taldlhat6 a mintarealizacio, mely normalis

eloszlasbol szarmazik. Dontson 0,99 szinten, hogy megvegye-e a szert a korhaz.

Utmutatds. Hasznaljon egymintas t-probat Hy: m = 12 és Hy: m > 12 hipotézisek-
kel. Excelben, ha & > my, akkor
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1— F(t) :’T.PRGBA(A:A;B:B;l;l) ,

ahol az A oszlopban van a mintarealizacio, és a B oszlop minden olyan cellajaban az

mg értéke van, amely mellett talalhaté a mintarealizdcionak egy eleme.

6.5. gyakorlat. Két fajdalomcsillapito injekcié hatasossagat mérik. Mindkettst ki-
probaljak tobb betegen. Percben mérik a hatésanak elérését. Az elsd fajdalomesil-
lapitora vonatkozd mintarealizacié a minta-14.txt fajlban talalhato. Ez normalis
eloszlasbol szarmazik, melynek szoérasa 2. A masodik fajdalomcsillapitora vonatkozo
mintarealizacié a minta-15.txt fajlban taldlhaté. Ez szintén normalis eloszlasbol
szarmazik, melynek szorasa 3. Melyik szer tekinthetd hatasosabbnak? Déntson 0,99

szinten.
Utmutatds. Hasznéaljon kétmintas u-probat.

6.6. gyakorlat. Az el6z6 gyakorlatot oldja meg a szorasok ismerete nélkiil is.

Valtozott-e a dontése?
Utmutatds. Hasznéaljon F-probat, majd Scheffé-modszert.

6.7. gyakorlat. Két gépsor altal gyartott csavarokat ellenérzik. A csavarokbél min-
tat vesznek és ezeket lemérik mm-ben. Az elsd illetve masodik gépre vonatkoz6 minta
a minta-06.txt illetve minta-08.txt fajlokban talalhato, melyek normalis elosz-
lastiak. Ezekbdl egymintas t-probakkal megéllapitottak, hogy mindkét gép eleget
tesz a hosszusagra vonatkozo elSirasoknak. A gépek pontossagat igy mar csak a
szorasuk hatarozza meg. Dontson 0,98 szinten arrol, hogy melyik gépsor tekinthetd

pontosabbnak.

Utmutatds. Hasznaljon F-probat. A minta-06 korrigalt tapasztalati szorasa kisebb
a minta-08 korrigilt tapasztalati szérasanal, ezért a ,masodik gép pontosabb az
els6nél” hipotézist biztosan elutasitjuk. Most vizsgaljuk az ,els6 gép pontosabb a
méasodiknal” hipotézist, mint ellenhipotézist. Ekkor az F'(F) értékét kell dsszehason-
litani a-val. A korrigalt tapasztalati szorésok el6bbi relacidja mellett — ha az elsé
gép adatai az A oszlopban, mig a masodik gép adatai a B oszlopban vannak —, Ex-
celben F(F) = ’F.PRDBA(A:A;B:B)/ 2|. Ennek értéke gyakorlatilag 0, igy tehat azt
allithatjuk, hogy az els6 gép pontosabb a masodiknal.

6.8. gyakorlat. Két kiilonb6z6 markaja golflabdat tesztelnek. Egy golfozé ugyanaz-
zal az iit6vel mindkét markaji labdabol eliit néhanyat. Az iitéstavolsagokat lemérik

méterben. Az elsd ill. masodik markara vonatkozé minta a minta-16.txt illetve
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minta-17.txt fajlokban taldlhato, melyek normalis eloszlastak. Melyik labdamar-
ka tekinthets jobbnak 0,99 szinten, ha csak az {it6tavolsag varhato értékét vessziik

alapul?

Utmutatds. ElGszor F-probéat alkalmazzon, melynek az lesz az eredménye, hogy a
szorasok egyformanak tekinthetSk 0,99 szinten. Igy a varhato értékre kétmintas t-
proba alkalmazhato.

El6szor legyen az az ellenhipotézis, hogy a labdamarkak kiilénb6z& mingségtiek.
Ekkor a 2 — 2F (Jt|) értékét kell kiszamolni, amely Excelben

|T.PROBA(A:A;B:B;2;2) |,

ahol az A oszlopban az els6 markara, mig a B oszlopban a masodik markéara vonatko-
z6 adatok vannak. Ebbdl azt fogjuk kapni, hogy kiilonbozéek a labdak. Ezutan méar
folosleges az egyoldali ellenhipotézisre is megcesindlni a probat, elég csak a mintaat-
lagok viszonyat megvizsgalni. Mivel az elsé minta atlaga nagyobb, igy azt kapjuk,

hogy az els6 labdamérka jobb.

6.9. gyakorlat. Egy 16szergyartoé cég azt allitja, hogy sikeriilt kifejlesztenie egy
mesterlovs puskahoz egy olyan 4j 16szert, amellyel nagyobb a talalati pontosség, mint
a hagyoményossal. Ennek ellenérzésére ugyanakkora tavolsaghol 16nek egy célra a
hagyomanyos és az 0j 16szerrel is. A taldlat tavolsagat a célponttol mm-ben mérik. A
hagyomanyos illetve 4j 16szerre kapott mintak aminta-18.txt illetve minta-19.txt
fajlokban vannak, melyek normalis eloszlastak. Doéntson 0,99 szinten arrél, hogy

igaz-e a gyar allitasa.

Utmutatds. A minta-18-at illetve a minta-19-et masolja az A illetve B oszlopba. El6-
szor F-probat alkalmazzon, melynek az lesz az eredménye, hogy a szorasok egyforma-
nak tekinthetsk 0,99 szinten. Igy a varhato értékre kétmintés t-proba alkalmazhato.
Legyen az az ellenhipotézis, hogy az 4j 16szernek nagyobb a talalati pontossaga.
Ekkor az 1 — F(t) értékét kell o = 0,01-dal sszehasonlitani. Mivel az els6 minta
atlaga nagyobb, ezért Excelben

1 — F(t) = |T.PROBA(A:A;B:B;1;2) |.

Ett6l nagyobb az «a, ezért az ellenhipotézist fogadjuk el. Tehéat a gyar allitasa igaz.

6.10. gyakorlat. A minta-13.txt fajlban egy normalis eloszlasbol szarmazo min-

tarealizaci6 talalhato. Dontson 0,99 szinten arrél, hogy a szoéras értéke 10.

Utmutatds. Hasznaljon khi-négyzet probat.
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6.11. gyakorlat. A minta-10.txt fajlban egy exponencialis eloszlasbodl szarmazo

mintarealizacio talalhatd. Dontson 0,99 szinten arrél, hogy a paraméter értéke 2.3.

6.12. gyakorlat. Egy dobdkockaval 1000 dobasbol 186 alkalommal dobtunk hatost.

Dontson 0,99 szinten arrél, hogy a hatos dobasanak a valdszintisége %.

6.13. gyakorlat. Az 6t6s lottd 3000 sorsolasabol 190 alkalommal huzték ki az 1
szamot. Valaki azt allitja, hogy ez gyantsan sok, valami csalas van a dologban.

Dontson 0,99 szinten arrél, hogy igaza van-e az illetének.

Utmutatds. Rendes esetben annak a valoszintisége, hogy egy lotté 6tosben szerepel-

() _

jen az 1 szam 0 = %. Legyen p a valodi valoszintisége ennek az eseménynek. Ekkor
az illet6 élh’tésai Hy:p> %. A kritikus érték 196, melytsl a gyakorisag kisebb, azaz
nem esik a kritikus tartoméanyba. Igy nincs igaza az illetének, ez a gyakorisag még
nem gyanusan sok. Mésrészt példaul 0,9 szinten mér azt kapnank, hogy H; igaz, igy

biztosabb valaszhoz tovabbi sorsolasokra lesz sziikség.

71


http://tomacstibor.uni-eger.hu/tananyagok/stat/minta-10.txt

7. Nemparaméteres hipotézisvizsgalatok

Ebben a fejezetben 1 — o ismét a proba szintjét jelenti.

7.1. Tiszta illeszkedésvizsgalat

Ay, ..., A, teljes eseményrendszer, py,...,p, E R, p1+---+p. = 1.

Hy: P(A;) = p; Vi,

ahol P a valodi valoszintiség. o;(> 10) az A; gyakorisaga n kisérlet utan.

T . )2
X2:Z—<Qz npi)” F ~Khi(r — 1)

i=1 "pi
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

7.1. Példa. Egy dobokockaval 400-szor dobtunk, és a kovetkezd gyakorisagok jottek
ki:

1 2 3 4 5 6
69 50 57 64 63 97

Dontson 0,99 szinten arrél, hogy szabalyos-e a kocka.

Megoldas. Legyen az a nullhipotézis, hogy a dobodkocka szabalyos, azaz np; = 42—0
minden ¢ € {1,2,3,4,5,6} esetén. Az A1-A6 cellakba irja be rendre a 69, 50, 57,
64, 63, 97 gyakorisagokat, melyek mindegyike nagyobb 10-nél, igy alkalmazhato a
proba. A B1 cellaba irja be, hogy [=400/6 | Ezutan a B1 cella kitoltGjelére klikkeljen

kétszer. Ekkor

1 — F(x?) = |KHI.PROBA(AL:A6;B1:B6) |

A kijott érték 0,0014 négy tizedesjegyre kerekitve, ami kisebb o = 0,01-nél, igy

elutasitjuk a nullhipotézist, azaz a dobokocka cinkelt.

A tiszta illeszkedésvizsgalat alkalmazhato valoszintiségi valtozo eloszlasanak tesz-
telésére is.

&-re vonatkozo minta &, ..., &,.

’HO: ¢ eloszlasfiiggvénye Fy
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Qg =—-00< a1 <Ay <+ < 1 < A = OO

Qi = ZIEZE[CLi_l,CLi) 2 10
z=1
Di = P(ai_l < g < CLi) = F()(Cli) — Fg(ai_l) (azaz P e PHO)

2 . (Qz‘ - Tlpz')Q .
X = ———  F~Khi(r—1

Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

7.2. Példa. A minta-23.txt fajlban taldlhaté mintarealizacié alapjan dontse el
0,99 szinten, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo lehet-e A = 1 paraméteri Poisson-

eloszléast.

Megoldds. Legyen az a nullhipotézis, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozdo A = 1
paraméteri Poisson-eloszlasi. A mintarealizacié elemeit mésolja az A oszlopba. A

B1-B3 cellakba irja be rendre a 0, 1, 2 szdmokat, majd a C1 cellaba, hogy

| =POISSON(B1;1;HAMIS) |.

A C1 kitoltGjelére klikkeljen kétszer. Végiil a C4 cellaba irja be, hogy

[=1-sZuM(C1:C3) ],

Ezzel a C oszlopban megjelentek a
pi = Plai1 < § < a;) = Foa;) — Fo(ai-1)

értékek, ahol ag = —o00, a1 =1, ay =2, a3 =3, ag = o0 és Fy a A = 1 paramétert
Poisson-eloszlas eloszlasfliggvénye. Mivel p, = 0,0803 négy tizedesjegyre kerekitve,
ezért az utolso6 intervallum tovabbi felbontasara nincs sziikség.

A D1 celléba irja be, hogy | =DARABTELI (A:A;B1) |, majd a kitéltSjelre klikkeljen
kétszer. A D4 cellat javitsa ki ’=DARABTELI (A:A;">=3")‘ moédon. A kapott gya-
korisdgok mindegyike nagyobb 10-nél, igy alkalmazhatd a proba. Az E oszlopban
szamolja ki az np; értékeket. Irja az E1 cellaba, hogy ’=DARAB(A:A) *xC1
kitoltGjelre klikkeljen kétszer. Ekkor

, majd a

1 — F(x?) = |KHI.PROBA(D1:D4;E1:E4) |

A kijott érték 0,3017 négy tizedesjegyre kerekitve, ami nagyobb a = 0,01-nal, igy
elfogadjuk a nullhipotézist.
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7.2. Becsléses illeszkedésvizsgalat

&-re vonatkozo minta &, ..., &, és minden ¥ = (¢q,...,9,) € O C RY esetén Fy

eloszlasfliggvény.

‘HO: ¢ eloszlasfiiggvénye Fy valamely 9 € © esetén‘

g = —o00<ar <ay < < Q-1 < ap =00

0i = Zlﬁze[ai_hai) > 10
z=1

~

¥; a ¥; maximum likelihood becslése H feltételezésével.

Z/)\i - P(&l,...,’@u)(ai_l < 5 < ai) - F({9‘17.”7{9‘v)<ai) o F(alv"'vﬁv)(ai_l)

T

)2
X2:Z—(Qz npz)7 F ~ Khi(r — 1 —v)

Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.

7.3. Példa. A minta-24.txt fajlban talalhaté6 mintarealizacié alapjan dontse el

0,99 szinten, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo lehet-e normélis eloszlasu.

Megoldas. A nullhipotézis legyen az, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo normalis
eloszlasu. Tudjuk, hogy ennek teljesiilése esetén a varhato érték illetve a szorés
maximum likelihood becslése a mintaatlag illetve a tapasztalati szoras. A kévetkezé

tablazatot fogjuk elkésziteni:

A B c D | E r G
L | 1083 i1 = 10,015025 a; | oi Rf?} (9’;!;;”?’)3
5| 175 o = 1,99908529 |-1000| 17 | 17,83900| 0,039459833
5| 652 n = 800 6 | 36 |34,76210| 0,04408214
4 1038 1— F(Yzj = 0,6064 7 | 67 | 72,78577| 0,459912899
5 | 944 8 | 135 |119,26608| 2,075663545
6 677 9 | 145 |152,34833| 0,413054141
7| 11,25 10 | 147 |153,51252| 0,276282891
3| 675 11 | 113 |120,50084| 0,477821047
5 | 803 12 | 85 |74,13833| 1,591295014
10| 803 13 | 37 | 35,66993 | 0,049595752
11| 11,48 14 | 18 | 1848710 0,012834212
12| B73 1000

A mintarealizaciot masolja az A oszlopba. A mintaédtlagot, tapasztalati szorast és

a mintarealizidcié elemeinek a szamat szamolja ki a C1, C2 illetve C3 cellakba az
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=ATLAG(A:A) |, |=SZORASP (A:4) | illetve [=DARAB(A:A) | fiiggvényekkel. Rendre ne-

vezze el a cellakat [m], illetve modon.

A D oszlopba kertilnek az a; osztopontok. Figyelembe véve m és o értékét, gya-

korlati szempontbol —oo helyett —1000 illetve oo helyett 1000 irhaté. Az ag, ..., aig
helyére irja a —1000,6,7,...,14,1000 szamokat a D2:D12 cellatartoméanyba. Az E2

cellaba szamolja ki a o, gyakorisagot:

=DARABHATOBB(A:A;">="&D2;A:A;"<"&D3) ‘

Az F oszlopba kertilnek az np; értékei. Ehhez vegyiik figyelembe, hogy most
Pi = Fiag)(a;) — Fimg)(aiz1),

ahol Fii5) ~ Norm(m; o). Igy tehat az F2 cellaba irjuk be, hogy

=n* (NORM.ELOSZL(D3;m;szigma; IGAZ) -NORM.ELOSZL(D2;m;szigma; IGAZ)) ‘

Ha ezekbdl kitoltenénk az E és F oszlopokat, majd erre alkalmaznank a
fiiggvényt tgy, mint az el6z6 példdban, akkor a kapott érték r — 1 = 9 szabadsagi
fokkal lenne kiszamolva. De ez most nem jo, mert a két becsléssel (v = 2) kettovel
csokkent a szabadsagi fok. Igy ki kell szdmolni a x? statisztikat, majd az 1 — F|(x?)
értékét r — 1 — v = 7 szabadségi fokkal. Ehhez a G oszlopban szamolja ki a %
értékeket. A G2 cellaba irja be, hogy

[=(E2-F2)~2/F2]

A tablazat elsé sora alapjan toltse ki a hianyzo cellakat. Jelolje ki az E2:G2 cellatar-
toméanyt, majd a kitéltGjelet hizza le a 11. sorig. Lathato, hogy a p; gyakorisagok
mindegyike nagyobb 10-nél, igy alkalmazhat6 a proba. Szamolja ki az 1 — F(x?)
értékét a C4 cellaba:

=KHI .ELOSZLAS (SZUM(G:G);7) |.

A kapott érték 0,6064 négy tizedesjegyre kerekitve, ami nagyobb o = 0,01-nal, igy

elfogadjuk a nullhipotézist. Tehat a mintarealizacidé normaélis eloszlasbol szarmazik.

7.3. Filiggetlenségvizsgalat

Aq,..., A, és By, ..., B, két teljes eseményrendszer.

ahol P a valodi valosziniiség. A kontingencia téablazat
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B, B, B,
A | onn o012 ... 015 |k
Ay 021 022 ... 02 | ko
Ar Or1 Or2 o Ors kr
ll 12 Ce ls n

melyben g;; > 10 minden ¢, j esetén.

2 e (0 = pkily)? .
X = Z Z T, F ~ Khl((r—l)(s—l))
i=1 j=1 n v

Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.
7.4. Példa. A kovetkezs tablazat 200 ember haj- és szemszinét tartalmazza:

sz6ke haj barna haj fekete haj
kék szem 42 28 3
barna szem 17 89 21

Ebbdl a mintabol dontse el 0,99 szinten, hogy fiiggetlen-e az embereknél a hajnak

és a szemnek a szine, vagy van valamilyen genetikai kapcsolat a kettd kozott.

Megoldds. A nullhipotézisiink az lesz, hogy fiiggetlen a szem- és hajszin. Mivel a
0i; gyakorisdgok nagyobbak 10-nél, ezért alkalmazhato a proba. Elészor készitse el
a kontingencia tablazatot. Az el6z8 tablazat értékeit gépelje be az A1:C2 cellatar-
tomanyba, majd szamolja ki a perem-gyakorisdgokat. A D1 cellaba irja be, hogy
’=SZUM(A1:Cl) ‘, majd a kitoltGjelet hizza le a 2. sorig. Ezutan az A3 cellaba irja
be, hogy | =SZUM(A1:A2)

Ennek alapjan elkészitjiik az %k:ilj tablazatat. Ehhez sziikség lesz az Excel relativ

, majd a kitoltGjelet hizza jobbra a D oszlopig.

és abszolit hivatkozdsdanak a fogalmara. Amikor egy cellaba példaul azt irja, hogy
, majd a kitoltGjelet lehtuzza a kdvetkezd cellaig, akkor abban jelenik meg.
Ez az tigynevezett relativ hivatkozas. Ha ezt a hatést nem akarja, akkor a sor szamat
abszolutta kell tenni gy, hogy a sorszam elé $ jelet kell gépelni: . Ekkor mar
hiaba hiizza a kitoltGjelet le vagy fel, a sorszam nem valtozik. De ha jobbra vagy balra
htizza, akkor az oszlop azonositoja valtozni fog, mert az még relativ. Ertelemszerten
ezt is abszolutta lehet tenni egy elé irt $ jellel: . Ha mindkét azonositot
egyszerre akarja abszolitra valtoztatni, akkor a kurzorrar lépjen az Al szovegre és
nyomja meg az F4 funkciobillentytit. Ekkor automatikusan megjelennek a $ jelek

mindkét azonosité elétt. A cellara valé hivatkozast abszolutta lehet tenni ugy is,

76



hogy nevet adunk a cellanak és ezzel hivatkozunk ra. Ezt mar eddig is csinaltuk. Ez
a megoldas azért is szerencsés, mert ezzel atlathatobbak lesznek a képletek.

Mindezek alapjan az F1 cellaba irja a kévetkezot:

| =$D1xA$3/$D$3 |

A kitoltGjelet huzza jobbra a H oszlopig, majd le a 2. sorig. Ezutan

1 — F(x?) = |KHI.PROBA(AL:C2;F1:H2) |

A B c p |E F G H
4 28 3 73 21,535 42,705 8,76
17 89 21 127 37465 74,295 15,04
59 17 4 | 200

R = R T R TR )

il = F(Yz) — 2,102E-10

Most 1 — F(x?) ~ 2,102 - 1071 < a = 0,01, melybsl kévetkezen elutasitjuk a

nullhipotézist, azaz a szem- és hajszin kozott van genetikai kapcsolat.

Fiiggetlenségvizsgalat alkalmazhato valoszintiségi valtozok fliggetlenségének tesz-

telésére is.

<§7 7])—1’& vonatkoz6 minta <£17 771)7 R (5717 nn)

‘HO: Eésn fiiggetlen‘

g = —o00<ar <ay < - < Q-1 <0 =00

bp=—oco<b <by < - <by_y1 <ay, =00

ki = Zlgze[a@?hai) lj = Zlnze[bj,l,bj)
z=1 z=1

0i = > le.clarva0 bnucloy 1.0 = 10
z=1

y e (0 = kily)? .
X = Z Z T, F ~ Khl((rfl)(sfl))
i=1 j=1 n v

Kritikus tartomany: 1 — F/(x?) < a.

7.5. Példa. A minta-25.txt fajlban talalhato (&, n)-ra vonatkozé mintarealizacio

alapjan dontse el 0,99 szinten, hogy £ és n fiiggetlenek-e.
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Megoldas. Legyen az a nullhipotézis, hogy & és n fiiggetlen.

Ctri+A-val jelolje ki a teljes mintat, majd Ctri+C-vel tegye a vagolapra. Nyisson
egy Excel munkalapot és alljon az Al cellara. Ezutan Ctrl+V-vel az A oszlopba
keriil a &-re vonatkozd mintarealizacid, mig a B oszlopba keriil az n-ra vonatkozo
mintarealizaci6. Lépjen az A oszlop azonositojara, majd nevezze el nek. Ezutan
lépjen a B oszlop azonositojara, majd nevezze el [eta Fnak.

Mindkét mintdban tekinthet6 —oo 0-nak és co 1000-nek. Legyen ay = 0,13, ay =
=03, a3=05ésb; =0,1, by =0,2, b3 =0,3, by = 0,5, b5 = 1. Az a; osztébpontokat
irja a D2-D6 cellakba, mig a b; osztopontokat az E1-K1 celldkba.

Ale clp E F G H I s K
1[1426 0,325 0 01 02 03 05 1 1000
2 [1,042 1,468 of 1 2 10 20 2 12 | 10
3 0326 0,705 013 17 12 16 21 2 1w | w2
4| 1,190 0,078 03 2 12 14 18 20 18 | w7
5 | 0331 0,59 o5 a0 25 13 4 38 20 | 77
60112 06% 1000 98 7 53 100 112 6 | 500
7 |2176 0,206
8 [1,141 0,006 20,384 15184 11,024 20,8 23,296 13,31
9 0884 0,519 21,952 16352 11,872 224 25088 14,335
10| 0,459 0,422 20972 15622 11,342 214 23,968 13,696
11]1,134 0,064 34,692 25842 18,762 354 39,648 22,656
12| 0,577 0,552
130,314 0,088 1— F(x") =o0,3317

Szamolja ki a g;; gyakorisdgokat. Az E2 cellaba gépelje a kovetkezst:

=DARABHATOBB (x1;">="&$D2;x1;"<"&$D3;eta;">="&E$1;eta; " "<"&F$1) |

A kitoltGjelet hiizza jobbra a J oszlopig, majd lefelé az 5. sorig. Latjuk, hogy minden
gyakorisag nagyobb 10-nél, ezért alkalmazhatjuk a probat. Ha ez nem teljesiilne,

akkor az osztopontokon kellene valtoztatni.

Hatarozza meg a perem-gyakorisagokat. A K2-be irja be, hogy ’=SZUM(E2 :J2)

?

majd a kitoltGjelet huzza le az 5. sorig. Ezutan az E6 cellaba gépelje be, hogy
| =SZUM(E2:E5)
Most kovetkezhet az %k:ilj tablazata. Az E8 cellaba gépelje be, hogy

, majd a kitoltGjelet hiizza jobbra a K oszlopig.

| =$K2+E$6/$K$6 |,

a kitoltGjelet hiizza jobbra a J oszlopig, majd lefelé az 11. sorig. Ezutan

1 — F(x?) = |KHI.PROBA(E2:J5;E8:J11) |

Most 1 — F(x?) ~ 0,3317 > a = 0,01, melybél kévetkezSen elfogadjuk a nullhipoté-

zist, azaz & és n fiiggetlen.
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7.4. Homogenitasvizsgalat

Legyenek a & és n fiiggetlen valoszintségi valtozokra vonatkozé mintak &, ..., &y,

illetve ny, ..., Mn,.

’HO: & és m azonos eloszlésﬁ‘

Co=—00< << <Gy <C =00

ki = Zlfze[cifl,cz‘) =10, ;= Zlnze[%—w) > 10
—1 z=1

2
r ki L
2 <"1 "2> :
= - F ~ Khi(r — 1
X° = niny ;:1 PR i(r—1)

Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a.
A feladatok megoldasanél érdemes felhasznélni, hogy a homogenitasvizsgalat

megegyezik az alabbi kontingencia tablazatra vonatkozo fliggetlenségvizsgalattal:

ki | ki+14
ko 1o | kot 15
ke Lo| k4,
ny N9 | N1 + N9

7.6. Példa. A minta-26.txt illetve minta-27.txt fajlban talalhaté mintarealiza-

ciokrol dontse el 0,99 szinten, hogy szarmazhatnak-e azonos eloszlasbol.

Megoldds. A nullhipotézis jelentse azt, hogy a két mintarealizacié azonos eloszlasboél
szarmazik. A minta-26-ot illetve minta-27-et masolja az A illetve B oszlopba.

Mindkét mintdban tekinthet6 —oo —2000-nek illetve a oo 2000-nek. Legyen ¢; =
= -2, c0=—-1, cg=-05, ¢4, =05, ¢5 =1, c¢ = 2. A ¢; osztopontokat irja a
D2-D9 cellakba. Az E2 cellaba gépelje a kovetkezdt:

=DARABHATOBB(A:A;">="&$D2;A:A;"<"&$D3) |

A B c| oo E F G | H I J

1| 00429 0,1162 & ki li

2| 0671 02242 -2000] 85 138 | 103 42,848 60,152
3| 03395 01977 2| e 97 | 136 56576 79,424
a| 12,6127 -0,3287 al s us | 1,1 66,976 94,024
5| o109 09731 05| 134 267 | am 175136 245,364
6| 28904 04905 05| 60 m | 1 71,136 99,364
7| 1057 1,62 1 s0 106 | 166 69,056 96,944
8| -04%9 00148 | 18 2 38272 53,728
9 3,828 0,063 2000 520 730 | 1250

10| 24266 1,6285

1| 05655 -0,8709 1 - F(x?) =431
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A kitoltGjelet huizza jobbra eggyel, majd le a 8. sorig. A kijott gyakorisagok mind-
egyike nagyobb 10-nél, ezért a proba alkalmazhato. Most kovetkeznek a perem-
gyakorisagok. A G2 cellaba irja be, hogy , majd a kitoltGjelet hizza le a
=SZUM(E2:E8)

8. sorig. Az E9 cellaba irja be, hogy , majd a kitoltGjelet hiizza jobb-

ra a G oszlopig.
A perem-gyakorisagokbdl pontosan tugy készitjik el a nullhipotézis teljesiilése

esetén varhatod gyakorisdgokat, mint a fiiggetlenségvizsgalatban. Ez most megfelel a

itln; shlazatnak. Az I2 celliba irja be, hogy

n1+n2

[ =$G2+E$9/$G$9

U

a kitoltGjelet huzza jobbra eggyel, majd le a 8. sorig. Ezutan

1 — F(x?) = |KHI.PROBA(E2:F8;12:J8) |

Most 1 — F(x?) ~ 41073 < a = 0,01, melybél kovetkezSen elutasitjuk a nullhipo-

tézist, azaz a két mintarealizacio kiillonb6z6 eloszlasbol szarmazik.

7.5. Kétmintas elGjelproba

(57 n)_ra vonatkoz6 minta (517 771)7 ER) (5717 nn)

Hy: P(§>1n) =3

g _ _ L /n\ (1\"
B:ZI&M“ F 1(;p)zm1n{z€N:Z(i) (5) >x}
i=1 =0

n > 20 esetén F'(z) ~ 1 (n— 1+ /nd (2)).

H, kritikus tartomény
P>n)#L B<F ' (%) vagy B>F'(1-9)
P(¢>n) <2 B < F7Y(a)

P(&>n) >3 B>F1(1-a)

7.7. Példa. Migrénes fejfajasra kifejlesztenek egy 1j fajdalomcsillapitot. Tesztelés-
nél 50 paciensbdl 35-nél bizonyult az 4j gyogyszer tartésabb hatasinak, mint a régi

gyogyszere. Ennek alapjan dontson 0,99 szinten arrél, hogy jobb-e az 4j gyogyszer.

Megoldas. Legyen & illetve n egy adott paciensnél az 1j illetve a régi gyogyszer

hatasanak az ideje. Vizsgaljuk a
Hy: P(§>n) = %
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Hy: P(E>n) > 3

hipotéziseket. A feladat szerint n = 50, B = 35 és 1 —a = 0,99. Igy a mar korabban

megismert |[KRITBINOM | fiiggvénnyel

F~(1 — &) = |KRITBINOM(50;1/2;0,99) |,

melynek most 33 az értéke. Ett6l B nagyobb, ezért a H; ellenhipotézist fogadjuk el,
miszerint az emberek tobb mint felénél az Gj gyogyszer huzamosabb ideig hat, mint

a régi.

7.6. Kolmogorov —Szmirnov-féle kétmintas préba

& és n folytonos eloszlasfiiggvényti fliggetlen valoszintiségi valtozok, az ezekre vonat-

koz6 minték &, ..., &, illetve ny,...,n, (n > 30).

‘HO: & és ) azonos eloszléusfl‘

&-re illetve n-ra vonatkozé mintdkhoz tartozo tapasztalati eloszlasfiiggvények F7*
illetve G7.

D= \/gj}elg |Fi(z) — Gy ()]

K(z)=142) (-1)ie 2
i=1

Kritikus tartoméany: K (D) > 1 — «a.
A gyakorlatban D kiszamolasédhoz elég csak a két tapasztalati eloszlasfiiggvény

Osszes szakadasi pontjaban megvizsgélni a differenciakat. Tehat, ha

=&, X =&, Tl (=M, -, Top = Ny,

akkor
sup | F) (z) — G ()| = max |F(z;) — G (z:)].

2€R i=1,...,2n
Szamolasnédl még azt is vegyiik figyelembe, hogy K hatareloszléast jelent, igy R, -on

monoton novekva.
7.8. Példa. Excelben szamolja ki adott z > 1 esetén K(z) értékeét.

Megoldds. A B1 cellaba irja be, hogy [z = |, majd a C1 celliba egy konkrét z ér-
téket, példaul most legyen 1. A C1 cellat nevezze el [z}nek. Ezutan az A oszlopba
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szamolja ki a (—1)'e~ 22" értékeket, ahol i a sor szama. Egy cella soranak a szamét

a fiiggvénnyel, mig az exponencialis fiiggvényt a |KITEVD | fiiggvénnyel kapja
meg. Tehat az Al celldba irja a kdvetkezot:

=(-1)~SOR (A1) *KITEV( (-2%SOR (A1) “2%z"2) |

Az A1 cella kitoltGjelét huizza le a 19. sorig. Amint latni fogja, az A19 cella értéke méar
0 lesz, pontosabban olyan kicsi szam, amit az Excel mar nem tud abrazolni. Mivel
e~22* monoton csdkkend i-ben, ezért biztos, hogy i > 19 esetén az Excel mindig 0-t
irna ki. Ezért a szummaéazasban ezek a tagok mar nem jelentenek szédmottevs értéket.

Most szamolja ki K(z) értékét. A B2 celldba irja be, hogy , majd a C2
cellaba, hogy

|=1+2%SZUM(A:A) |

Mivel most a z értékéhez 1 van irva, ezért a K(1)-et kapjuk meg, ami négy tizedes-
jegyre kerekitve 0,7300.

Mivel e~22* monoton csékkend z-ben is, ezért z novelésével a szummazasban
szamottevs tagok szama nem néhet. Igy az A oszlopban tetszéleges z > 1 esetben

sem kell tjabb szumma tagokat szédmolni.

A B c
1| -0,13534 =1
2 | 0,000335  K{z)= 0,7300
3 | -1,56-08
4| 1,27e-14
5| -1,96-22
6 | 5,38E-32
7| -2,76-43
8 | 2,57E-56

9 | -2,4E-71
10| 1,38E-87
11| -BE-106
12| 8,4E-126
13| -2E-147
14| 5,7E-171
15| -4E-196
16| 4,4E-223
17| -1E-251
18| 3,8E-282
19 0

7.9. Példa. A minta-25.txt fajlban talalhato &-re (els§ oszlopban) illetve n-ra
(mésodik oszlopban) vonatkozé mintarealizaciok alapjan dontse el 0,99 szinten, hogy
& és ) azonos eloszlasi-e, ha tudjuk, hogy mindkét valészintiségi valtozonak folytonos

az eloszlasfiiggvénye.

Megoldas. Legyen az a nullhipotézis, hogy £ és 1 azonos eloszlastu. A &-re illetve n-ra

vonatkoz6 mintarealizaciot masolja az A illetve B oszlopba.
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A fiiggvénnyel ellenérizheti, hogy a kézos mintaelemszam n = 500 > 30.
Tehat alkalmazhatjuk a Kolmogorov —Szmirnov-féle kétmintas probat.

Az A oszlopot nevezze el [xi Fnek, a B oszlopot pedig [etaFnak. A C1 cellaba frja
be, hogy

’ =ABS (DARABTELI (xi;"<"&A1)/500-DARABTELI (eta;"<"&A1)/500) |

Ez |Ff(z1) — G!(z1)], ahol z; = &. A kitoltGjelet huzza jobbra eggyel, majd a
kitoltGjelre klikkeljen kétszer. Ezzel |Ff(x;) — Gi(x;)| értékeit kapta meg a C osz-
lopban ¢ = 1,...,n esetekre, mig a D oszlopban ¢ = n + 1,...,2n esetekre, ahol

T1 =81 T = &ny Tt = N5+ -+ 5 Ton = T Mivel
D= V/E m |Fi(w) - G (o).

ezért ez Excelben

D — |GYBK(500/2) *MAX (C:D) |

modon szamolhato. Ennek értéke most 0,7906 négy tizedesjegyre kerekitve. Tehat
K monoton novekedésébdl és az elézé feladat megoldasabol kapjuk, hogy K (D) <
< K(1) ~ 0,73 < 0,99 = 1 — a. Igy tehat elfogadjuk a hullhipotézist, azaz & és 7

azonos eloszlasn.

7.7. Kolmogorov — Szmirnov-féle egymintas préba

Legyen & folytonos eloszlasfiiggvényd valoszintiségi valtozo, az erre vonatkozoé minta
&1y, &n (n > 30).

’HO: ¢ eloszlasfiiggvénye F ‘

F a tapasztalati eloszlasfiiggvény.

D = v/nsup|F;(z) - F(z)]

zeR

K(z) =1+2) (~1)e 2
=1

Kritikus tartomany: K (D) > 1 — a.
A D kiszamolasahoz vegyiik figyelembe, hogy most egy 1épcsss és egy folytonos
fiiggvény értékeinek abszolut eltérését vizsgaljuk. Igy nem elég csak a lépessk jobb

végpontjaiban megnézni ezeket az értékeket, igy mint a kétmintas esetben. Ezt meg
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kell tenni a bal végpontokban is. Mashol viszont nem kell, mert /' monoton noévekedd.

Az Osszes 1épcséfok bal végpontjat megkapjuk az

Fi(z;) = Zlgmz

képlettel, ahol z; befutja a mintarealizacié Osszes elemét.
Fi(a)t-=—=-=-=---- —

Fi(a:) |-

Igy kapjuk, hogy

sup [ Fy (z) — F()] = max max{ |F; (i) = Fwi)l, | £ (z:) = Flzi)] }
zE€ i=1,...,n

7.10. Példa. Tudjuk, hogy a minta-27.txt fajlban talalhaté mintarealizacio egy
folytonos eloszlasfiiggvénytd valoszintiségi valtozoéra vonatkozik. Dontse el 0,99 szin-

ten, hogy szarmazhat-e Cauchy-eloszlasbol.

Megoldas. Legyen az a nullhipotézis, hogy a mintarealizécié Cauchy-eloszlasbol szar-
mazik. Méasoljuk a mintarealizaciot az A oszlopba. A fliggvénnyel meggyd-
z6dhet rola, hogy n = 730 > 30, tehat a Kolmogorov—Szmirnov-féle egymintas
proba alkalmazhato. Tekintve, hogy a Cauchy-eloszlas eloszlasfiiggvénye F(z) =
= %arctgx + %, igy a B1 celldba irja be, hogy

| =ABS (DARABTELI (A:4;"<

mig a C1 cellaba, hogy

| =ABS (DARABTELI (A:A;"<="&A1) /730-ARCTAN (A1) /PI()-1/2) |

Jelolje ki a B1:C1 cellatartomanyt, és klikkeljen kétszer a kitoltGjelre. Ezzel a B
oszlopban megkapta az | F* (x;)— F (;)|, mig a C oszlopban a | F* (x;) — F(x;)| értékeit.
Igy kapjuk, hogy
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amelynek most 3,4344 az értéke négy tizedesjegyre kerekitve. A K(z) értékeire vo-
natkozo feladat megoldasabol ellenérizheti, hogy K (3,4344) ~1 > 1—a = 0,99. Igy
elutasitjuk a nullhipotézist, azaz a mintarealizaci6 nem Cauchy-eloszlasbol szérma-
zik.

7.8. Gyakorlatok

7.1. gyakorlat. Egy genetikai torvény szerint, ha az egyik sziil§ A, a mésik B
vércsoporti, akkor a gyerekeik A, AB vagy B vércsoportu lehet 1 : 2 : 1 arany-
ban. 300 ilyen vizsgalt gyerek 30%-a volt A, 45%-a AB és a tobbi B vércsoportu.

Alatdamasztjék-e ezek az adatok ezt a genetikai torvényt 0,99 szinten?

Utmutatds. A feladatot tiszta illeszkedésvizsgalattal oldja meg. Legyen az a null-
hipotézis, hogy az adatok alatdmasztjik a genetikai torvényt. Ekkor 1 — F(x?) ~
~ 0,1054 > 0,01 = «, azaz a nullhipotézist elfogadjuk.

7.2. gyakorlat. A minta-27.txt fajlban talalhaté mintarealizaciorol dontse el 0,99

szinten, hogy szarmazhat-e standard normaélis eloszlasbol.

Utmutatds. A feladatot tiszta illeszkedésvizsgalattal oldja meg. Legyen az a nullhi-
potézis, hogy standard normalis eloszlasbol szarmazik a mintarealizacio. Az oszto-
pontok legyenek ag = —00, a1 = =2, apo =—1, a3 =0, ay =1, a5 =2, ag = 00. A
szamoldsnal —oo helyére irhato pl. -1000, illetve oo helyére 1000. Ekkor 1 — F(x?) ~
~ (0,8337 > 0,01 = «, azaz a nullhipotézist elfogadjuk.

7.3. gyakorlat. A minta-22.txt fajlban talalhaté mintarealizaciorol egy korabbi
példa kapcséan azt allitottuk, hogy az exponencialis eloszlasi. Igazoljuk ezt az allitast

becsléses illeszkedésvizsgalattal 0,99 szinten.

Utmutatds. Legyen az a nullhipotézis, hogy exponenciélis eloszlasbol szarmazik a
mintarealizacio. Az osztopontok legyenek ag = —o00, a1 =2, ay =4, a3 =6, ag =
=10, a5 = oo. A szamolasnil —oo helyére irhato pl. 0, illetve oo helyére 1000. A A
paraméter maximum likelihood becslése 1/€. A szabadsagi fok 5 — 1 — 1 = 3 lesz.
Mindezek figyelembevételével kapjuk, hogy 1 — F(x?) ~ 0,8597 > 0,01 = «, azaz a
nullhipotézist elfogadjuk.

7.4. gyakorlat. Televizioban az ,,A” markaju fogkrémet hetente 1 6rat, a ,B” marka-
ju fogkrémet 25 percet illetve a ,,C” markaju fogkrémet egyaltalan nem reklamozzak.

Arra vagyunk kivancsiak, hogy hatassal vannak-e a fogkrémfogyasztasi szokasokra
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a reklamok. Ennek érdekében megkérdeztek 610 embert arrél, hogy a harom mar-
ka koziil melyiket hasznalja, és hogy hetente hany orat tolt tévénézéssel. A kapott

eredményeket a kdvetkezs tabldzat tartalmazza.

SAV B C7
5 oranal kevesebb | 80 64 60
5-15 ora kozott | 75 70 60
15 ora felett | 90 65 46

Ebbdl a mintabol dontson 0,99 szinten a feltett kérdésre vonatkozoan.

Utmutatds. Végezzen fiiggetlenségvizsgalatot az adott kontingencia tablazat alap-
jan. Ekkor 1 — F(x?) ~ 0,3958 > 0,01 = «, azaz elfogadhatjuk a nullhipotézist,
miszerint a vizsgalt szempontok fliggetlenek egymastol. Tehat ezen adatok alapjan

a fogkrémfogyasztasi szokasokra nincsenek hatéssal a reklamok.

7.5. gyakorlat. A minta-28.txt fajlban talalhato (£, 7n)-ra vonatkozé mintareali-

zaci6 alapjan dontse el 0,99 szinten, hogy & és n fiiggetlenek-e.

Utmutatds. Végezzen fiiggetlenségvizsgalatot. Mindkét mintaban tekintheté —oo
—1000-nek és co 1000-nek. Legyen példdul a; = —1, as =0, a3 =2és by = —1, by =
=1, b3 = 2. Ekkor 1 — F(x?) ~ 0 < 0,01 = «, melybdl kivetkezSen & és 1 nem
fiiggetlenek.

7.6. gyakorlat. Két cinkelt kockdval dobunk. Az egyikre illetve masikra vonatkozo
minta a minta-29.txt illetve minta-30.txt fajlokban talalhat6. Dontse el 0,99

szinten, hogy azonosan vannak-e ,cinkelve” a kockék.

Utmutatds. Végezzen homogenitasvizsgalatot. Legyen co = 1, ¢ = 2, ¢ = 3, ¢3 =
=4, ¢4 =5, c5 =6, ¢¢g =7 Ekkor 1 — F(x?) ~ 0,2322 > 0,01 = «a, melybél
kovetkezGen a két mintarealizacié azonos eloszlasbol szarmazik, azaz a két kocka

azonos moédon van ,cinkelve”.

7.7. gyakorlat. Egy sportszergyar a legtijabb gerelyt teszteli. 22 gerelyhajité dobott
a régivel és az 0jjal is, akik koziil 15 dobott nagyobbat az tjjal. Dontse el 0,99 szinten,
hogy %—nél nagyobb valoszintiséggel jobb-e az 1j gerely a réginél. A szamolasnal

alkalmazzon folytonossagi korrekciot.

Utmutatds. Végezzen kétmintas elGjelprobat. Azt kapjuk, hogy
1
F1(0,99) ~ 5 (21 v \/22@—1(0,99)> ~ 15,9558 > 15 = B,
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tehéat az ellenhipotézist nem fogadjuk el, azaz %—nél nem nagyobb valészintiséggel

jobb az 1j gerely a réginél.

7.8. gyakorlat. A minta-26.txt illetve minta-27.txt fajlokban talalhato folyto-
nos eloszlasu valoszintiségi valtozokra vonatkoz6 mintarealizaciokrél homogenitas-
vizsgalattal mar kordbban megallapitottuk, hogy nem azonos eloszlasbol szérmaz-

nak. Mutassa ki ugyanezt Kolmogorov —Szmirnov-féle kétmintéas probaval is.

Utmutatds. A minta-27-ben tobb elem talalhato, ezért elGszor a végébdl toroljon
annyit, hogy a mintaelemek szama megegyezzen. A D statisztika értékére négy tize-
desjegyre kerekitve 2,2326-ot kapunk. Felhasznalva a K fiiggvény értékeire korabban
gyartott Excel-tablazatot, K(2,2326) ~ 0,9999 > 0,99 = 1 — « adodik, azaz a két

eloszlas valoban nem egyezik meg.

7.9. gyakorlat. A minta-27.txt fajlban talalhaté mintarealizaciorol kordbban tisz-
ta illeszkedésvizsgalattal belattuk, hogy standard normalis eloszlasbol szarmazik.

Mutassa ki ugyanezt Kolmogorov —Szmirnov-féle egymintés probéval is.

Utmutatds. A D statisztika értékére négy tizedesjegyre kerekitve 0,7618-at kapunk,
tovabba K (0,7618) ~ 0,3927 < 0,99 = 1 — « adodik, igy elfogadjuk a nullhipotézist,

azaz a minta standard normaélis eloszlasbol szarmazik.
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8. Regresszioszamitas
Az n, &, ... & valoszintségi valtozok esetén adjuk meg a legjobb

Uﬁg(fla,fk)

kozelitést ado g fiiggvényt. Ezt gy értjik, hogy az

E(T] - g(flv s 7&6))2

értékét kell minimalizalni. Ez az tugynevezett legkisebb négyzetek elve. Az igy kapott
g fliggvényt regresszios feliiletnek nevezziik. Ha ¢ lineéris, akkor k = 1 illetve k = 2
esetén a g fiiggvényt (elsdfaji) regresszids egyenesnek illetve (elséfaji) regresszios
stknak nevezziik. A regresszios feliilet tovabba &1, ..., & ismeretében 1 megbecsiil-

hetd lesz.

8.1. Linearis regresszio

Sok esetben a regresszios feliilet meghatarozasa igen bonyolult. Ilyenkor azzal egy-

szerUsithetjiik a feladatot, hogy E(n —g(&, ... ,§k))2 minimumaét csak a
g(z1,...,2k) = ap + ez + - - + apxy (ag, a1, - .., ar € R)

alaktl — azaz linearis — fiiggvények kozott keressiik. Ezt a tipusi regresszioszamitast
linedris regresszionak nevezziik. A feladat megoldésaban szerepld ayg,. .., a, kons-
tansokat a [linedris regresszio egyiitthatoinak nevezziik. k = 1 illetve k = 2 esetén
a linearis regresszidval kapott g fliggvényt mdsodfaji regresszios egyenesnek illetve
mdsodfaju regresszids siknak nevezziik.

A lineéris regresszio egyiitthatoinak értékét a gyakorlatban kellg informacié hia-
nyaban nem tudjuk kiszamolni. Igy ekkor az (1, &1, . .., & )-ra vonatkoz6 minta alap-

jan kell ezeket megbecsiilni. Legyen ez a minta

iy &iny ooy &ik) 1=1,...,n.

Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket:

(ag, - .. ,ak)T

a:=
Y = (nl,...,nn)T
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1 511 glk

X 1 5?1 fék
b o
Az E(n —ag — a1&; — - -+ — agép,)? varhato értéket az
RS 2
- Z(m —ag —a&n — - — ardin)
i—1

atlaggal becsiiljiik, igy az a becslése azon vektor, amely mellett ez az atlag minimaélis.

Bizonyithato, hogy az a-ra vonatkozo
XY =X"Xa

tgynevezett normdlegyenlet @ = (dy, ..., a,) -val jelolt megoldasa szolgaltatja a
linearis regresszi6 egyiitthatéinak becslését. Ebbél, ha X T X invertalhaté matrix,
akkor

a=(dg,...,a) =(X"X)'X"Y.

Ezutan az n ~ ag + a1&; + - - - + ap&y, kozelitést fogjuk hasznalni. Specialisan k = 1

esetén a linearis regresszi6 egyiitthatéinak becslése

~ _ Covn(na 51)_
ap =1 — 82—51’
&1,n
~ COVn(Wa 51)
G =g
él:n

ahol Cov,(n, &) a tapasztalati kovarianciaja az (1, £ )-re vonatkoz6 mintdnak. Ennek
alapjan a tovabbiakban az 1 ~ @y + a1&; kozelitést fogjuk hasznalni. A grafikus

illeszkedésnél pontosan ezt a kozelitést alkalmaztuk.

8.1. Példa. Jelentse n a talajvizszintet mm-ben és & az Gszi csapadék mennyiségét
cm-ben. Az (n,&;)-re vonatkozo elmult 18 évi mérésbdl szarmazé mintarealizaci-
6t a minta-31.txt fajl tartalmazza. Ez alapjan becsiilje meg a lineéris regresszio
egyiitthatoit. A becsiilt masodfaji regresszios egyenest dbrézolja a mintarealizacio-

val egyiitt. Becsiilje meg a talajvizszintet, ha az 6szi csapadék 29,6 cm.

Megoldas. Ctrl+A és Ctrl+C segitségével tegye a vagdlapra a minta tartalmat. Nyis-

son meg egy iires munkalapot Excelben, lépjen az A2 cellara, és Ctri+V segitségével
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illessze be a mintarealizaciot.
Az @y, ay egylitthatok kiszamolasédhoz jelolje ki a D2:E2 cellatartomanyt, majd

gépelje be a kovetkezot:

’=LIN.ILL(A2:A19;B2:B19).

Végiil nyomja meg a Shift+ Ctrl+Enter billentytiket. Ezt az tgynevezett tombkép-
leteknél, mint ez is, mindig igy kell csindlni. Ennek hatésara D2 fogja a; értékét,
illetve E2 fogja ag értékét tartalmazni. Megjegyezziik, hogy ebben az esetben a ko-

vetkezSképpen is szamolhatott volna:

ai::’KDVAR(AQ:A19;B2:B19)/VARP(B2:B19)‘

Go — | ATLAG(A2:A19)-a_1#ATLAG(B2:B19) |

ahol az a; értékét tartalmazo cella neve a_1. Most kovetkezik a grafikon. Jelolje ki

az n-ra vonatkozo mintat (A2:A19), majd

Besziurds — Diagramok/Pont/Pont csak jelolkkel

Lépjen a diagramteriiletre, majd helyi meniibél (jobb egérgomb) valassza az Adatok

kijelolése pontot.

Szerkesztés — Adatsor X értékei: =Munkal!$B$2:$B$19 — OK — OK

Ezzel megjelentek a mintarealizacié pontjai. Kovetkezzen a maéasodfaju regresszios
egyenes becslésének a meghuzasa (az Excel ezt trendvonalnak nevezi). Lépjen ra
valamelyik kék jelols pontra. Helyi meniibdl valassza a Trendvonal felvétele pontot.

Valassza ki a linedris tipust, majd Bezdrds.

Az E4 celldba irja be a 29,6 értéket, majd az E5 cellaba, hogy

’=TREND(A2:A19;B2:Bl9;E4).

A kapott érték 3,38 két tizedesjegyre kerekitve. Tehat 29,6 cm csapadék lehullasa

utan az adatok alapjan 3,38 mm-re becsiiljiik a talajvizszintet. Megjegyezziik, hogy

a 3,38 értéket |=E2+D2*E4 | modon is megkaphatjuk.
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A B C D E F G H 1 J
1 etai | kszi il al a0

2| 1,25 10,36 0,112982 | 0,040039

3 1,4 8,94

4| 213 13,21 x1= 29,6

5| 1,19 15,8 y= 3,38

6| 1,65 11,18

7| 1,89 13,64 5

8 168 19,53 43

9| 1,77 24,56 4]

10| 1,28 11,48 3.5 1

11| 1,16 7,77 3

12| 0,94 11,3 25 -

13| 3,69 28,13 2 -

14, 3,51 30,18 15 -

15| 3,14 23,14 14

16, 1,22 15,88 05 1

17| 2,29 19,76 0

18 4,42 35,36 7 12 17 22 27 32 37
19 29 25,4

8.2. Példa. Jelentse n a Duna egy arhullaimanak tet6z6 vizallasat Budapesten cm-
ben, & az arhullamot kivalté csapadék mennyiségét mm-ben és & a Duna vizallasat
Budapestnél az esézés kezdetekor cm-ben. Az (1, &, &2)-re vonatkozd elmult 26 évi
mérésbdl szarmazé mintarealizdciot a minta-32.txt fajl tartalmazza. Ez alapjan
becsiilje meg a linearis regresszio egytitthatoit. Az idén az arhullamot kivalto csapa-
dék 102 mm volt, illetve a Duna vizallasa Budapestnél az es6zés kezdetekor 648 cm
volt. Ezekbdl az adatokbol becsiilje meg, hogy a Duna arhullaménak tet6zo vizéllasa

Budapesten hény cm lesz.

Megoldds. Nyissa meg a minta-32.txt fajlt, majd Ctrl+A és Ctrl+C segitségével
tegye a vagolapra a tartalmat. Nyisson meg egy iires munkalapot Excelben, lépjen
az A1 cellara, és Ctrl+V segitségével illessze be a mintarealizaciot. Az ao,ay, ag
egylitthatok kiszamolésadhoz jelolje ki a E2:G2 cellatartomanyt, majd gépelje be a

kovetkezbt:

’=LIN.ILL(A1:A26;B1:C26).

Végiil nyomja meg a Shift+Ctrl+Enter billentytiket. Ennek hatésara az ds, a, ag
értékek rendre megjelennek az E2, F2, G2 cellakban. Az E5 cellaba gépelje be a 102
értéket, az F5 cellaba a 648 értéket, majd az E7 cellaba, hogy

=TREND(A1:A26;B1:C26;E5:F5)L

A kapott érték 800 cm kerekitve. Tehat az adatok alapjan a Duna arhullaménak

becsiilt tet6z6 vizallasa Budapesten 800 cm lesz.
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A B C D E F G

1 550 58 405 a2 al ab

2 660 52 4530 0,43882371 2,345935 276,366
3 780 133 350

4 770 179 285 %1 %2

5 710 96 330 102 648

6 640 72 400

7 670 72 550 y= 800

8 520 43 480

8.3. Példa. Az el6z6 példat oldja meg a LIN.ILL illetve TREND fiiggvények haszna-

lata nélkiil is, csak a normalegyenlet segitségével.

Megoldas. Hasznéalja az el6z6 munkalapot. Jeldlje ki a B oszlopot, majd helyi meniibél
valassza a Besziurds pontot. A Bl cellaba irja be, hogy 1, majd a kitoltGjelre klikkeljen
kétszer. Nevezze el a B1:D26 tombot X-nek, illetve az A1:A26 tombot Y-nak. Ezutan
jelolje ki a K1:K3 tombot, irja a szerkesztélécbe, hogy

’ =MSZORZAT (INVERZ .MATRIX (MSZORZAT (TRANSZPONALAS (X) ;X)) ;MSZORZAT (TRANSZPONALAS (X) ;Y)) |,

majd nyomja meg a Shift+Ctrl+Enter billentytiket. Ennek hatasara az ag, aq, as
értékek rendre megjelennek az K1, K2, K3 cellakban.

A B C D E F G H I 1 K
1 590 1 53 405 a2 al ad ao 276,366
2 660 1 52 450 0,43882371 2,345935 276,366 al  2,345935
3 780 1 133 350 a2z 0438324
4 770 1 179 285 x1 x2
3 710 1 96 330 102 648 y= 800
] 640 1 72 400
7 670 1 72 550 y= 800

Végiil a K5 celldba irja be, hogy |=K1+K2xF5+K3*G5 |. Az abran lathatjuk, hogy pon-

tosan azokat az eredményeket kaptuk, mint az el6bb.

8.2. Fixpontos linearis regresszid

A linearis regresszio feladata tovabb sztikithetd, ha tudjuk, hogy a keresett linearis

fliggvény athalad egy rogzitett ponton.

Legyenek ty, . . ., tx € Rrogzitett konstansok. Az E(n—g(fl, e ,&))2 minimumat
keressiik azon

g(1,...,2,) = ap + arx1 + - - - + apwy, (o, an, - .., a; € R)
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fiiggvények kozott, melyekre teljesiil, hogy g¢(t1,...,tx) = to, azaz a g fliggvény
athalad a (t1,...,t, to) Ggynevezett fixponton. Ez azzal ekvivalens, hogy

g(ml,...,xk):t0+a1(x1—t1)+-~+ak(xk—tk) (al,...,akER).

Ez az ugynevezett fixpontos linedris regresszid. A megoldast ado g fliggvényt k =
= 1 illetve k = 2 esetén fixpontos regresszios egyenesnek illetve fizpontos regresszids

stknak nevezzik.

A fixpontos linearis regresszio egyiitthatoira az (1,&,. .., &) valoszintségi vek-
torvaltozora vonatkozo (n;,&i1,...,&k), ¢ = 1,...,n minta alapjan becslést adha-
tunk.

Haty=--- =1, =0 (azaz y = g(x1, ..., x)) dtmegy az origon), akkor

Y = (n,...,00)"
STREEETIE 31"

Y §o1 oo o
§n1 v gnk

jelolésekkel
(@,...,a) = (X"TX)IX"TY.

Ezutan az n ~ a1&; + - - - + ap& kozelitést fogjuk hasznélni.

Tetszbleges to, ..., tx € R esetén az el6z6 becslési eljarast hajtsuk végre az (n —
—tg,& — t1,...,& — tg)-ra vonatkoz6 mintara. Az igy kapott ay, ..., ay értékekkel

azn—to~a (& —t1) + -+ ar(§p — ty), azaz
n~to+a (& —t1)+ -+ ap(&p — tr)

kozelitést fogjuk hasznélni.

8.4. Példa. Jelentse n egy vizsgalt ellenallason atfolyé aram erdsségét Amperben,
illetve & az ellenallasra adott fesziiltséget Voltban. Az (1, &;)-re vonatkozo 10 mé-
résbdl szarmazoé mintarealizaciot a minta-33.txt fajl tartalmazza. Természetesen
& = 0 esetén n = 0. Ez alapjan becsiilje meg a fixpontos linearis regresszié a;
egyiitthatojat. A kapott egyenest dbrézolja a mintarealizacioval egyiitt. Adjon becs-

lést arra, hogy mekkora lesz az aramerGsség 12V raadott fesziiltség esetén.

Megoldds. Nyissa meg a minta-33.txt fajlt, majd Ctrl+A és Ctri+C segitségével
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tegye a vagolapra a tartalmat. Nyisson meg egy iires munkalapot Excelben, lépjen
az A1 cellara, és Ctri+V segitségével illessze be a mintarealizéciot. Az a; kiszamo-

lasdhoz a D1 celldba gépelje be a koévetkezdt:

=LIN.ILL(A1:A10;B1:B10;HAMIS) |

A kapott érték 0,0254 négy tizedesjegyre kerekitve, igy a tovabbiakban az n ~

~ 0,0254¢; kozelitést lehet hasznélni. (Vagyis az ellenallas becslése R ~ 00125 T~

~ 39,4 Ohm.) Most kovetkezik a grafikon. Jelolje ki az n-ra vonatkozo A1:A10 mintéat,

majd
Beszirdas — Diagramok/Pont/Pont csak jeloldkkel

Lépjen a diagramteriiletre, majd helyi meniibél (jobb egérgomb) valassza az Adatok

kijelolése pontot.
Szerkesztés — Adatsor X értékei: =Munkal!$B$1:$B$10 — OK — OK

Ezzel megjelentek a mintarealizacié pontjai. Kovetkezzen a fixpontos regresszios
egyenes becslésének a meghtizasa. Tudjuk, hogy ¢ty = t; = 0, azaz most az origd a
fixpont. Lépjen ré valamelyik kék jel6ls pontra. Helyi meniibél valassza a Trendvonal
felvétele pontot. Valassza ki a linedris tipust, a Metszéspontot pipalja ki, allitsa O-ra
(ez a ty értéke), majd Bezdrds. (Az dbra csak akkor helyes, ha ¢; = 0, mert annak

értékét nem lehet allitani.) A D2 cellaba irja be, hogy

’ =TREND(A1:A10;B1:B10;12;HAMIS) |

A kapott érték 0,30 két tizedesjegyre kerekitve. Tehat 12V fesziiltség esetén az

atfoly6 aram erdsségét 0,3 A-ra becsiiljiik.

A B c D E F G H 1
1| 015 5,31 al= 0,0254

2| 042 14,8 y= 0,30

3| 015 833 [ o

4| o028 7,71 .
5| 057 17,97 | 45 |

6| 0,06 5,76

7| 022 13,12 | g4 |

8| 044 19,32

9| o048 18,13 | g3 -

10| 02 9,35

11 02 -

12

13 01

14 *

15 0

16 0 5 10 15 20
17
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8.5. Példa. Az (n,&,&)-re vonatkozé mintarealizaciot a minta-34.txt fajl tar-
talmazza. Ez alapjan becsiilje meg a fixpontos linearis regresszi6 aq, as egyiitthatoit
(t1,ta,t0) = (%, %,1) fixpont esetén. Ebbdl adjon becslést n-ra, ha §; = 1,3 és & = 7,5.

Megoldds. Nyissa meg a minta-34.txt fajlt, majd Ctri+A és Ctri+C segitségével
tegye a vagolapra a tartalmat. Nyisson meg egy iires munkalapot Excelben, lépjen
az A2 cellara, és Ctrl+V segitségével illessze be a mintarealizaciot. A tg = 1, t; =
= 0,4, ty = 0,75 értékeket irja be rendre a G2, H2, I2 celldkba. A D2 cellaba irja be,
hogy [=A2-G$2]. A kitoltGjelet hiizza F2-ig, majd a kitoltGjelre klikkeljen kétszer.

Az ay,a; kiszamolasahoz jelolje ki a H5:I5 tartomanyt, gépelje be a kovetkezst:

|=LIN.ILL(D2:D16;E2:F16;HAMIS) |

majd nyomja meg a Shift+Ctrl+FEnter billentytiket. A kapott értékek 1,9983 és
0,3312 négy tizedesjegyre kerekitve, igy a tovabbiakban az

n~1+0,3312(& — 0,4) + 1,9983(&2 — 0,75)

kozelitést lehet hasznélni. Az x; —t1 = 1,3 — 0,4 és x5 — to = 7,5 — 0,75 értékeket
gépelje a H8 és 18 cellakba, majd az I10-be, hogy

=G2+TREND(D2:D16;E2:F16;H8:I8;HAMIS) |

A kapott érték 14,79 két tizedesjegyre kerekitve. Tehat n ~ 14,79, ha & = 1,3 és
52 = 775

A B | ¢ | b | E F | ¢ | =n 1|
(1| eta xil xi2  etatd  xiltl  xi2-t2 10 t1 2
2 12768 057 662 1 04 0,75
3 193 1,2 9,75
la| 503 184 229 a2 a1
5| 18 3,87 881 1,9983 10,3312
6| 263 19 2,07
7| 78 218 3,62 Xt x2-t2
8| 8m 3,07 414 0.9 6,75
|9 1727 363 812
|10/ 1551 013 824 y= 14,79
(11| 1604 272 818
(12| 597 0.8 2,98
(13| 772 1,32 3,86
(14| 1717 om 88
(15| 951 247 446
16| 317 3,43 1,46

8.3. Nemlinearis regresszio

A linearis regresszios kozelités sokszor nagyon durva becslést adhat. A mintareali-

zaciot jelents pontok abrazolasaval k = 1 esetén, jol szemléltethetd ez a probléma.
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-0,2 -

04 -

06 -

08 -

-1,2

Latszik, hogy ebben az esetben ,hiba” lenne lineéris regressziot alkalmazni. Ilyenkor
érdemes megtippelni, hogy milyen tipusi fiiggvény kozeliti jobban a kapcsolatot a
linearisnal (hatvany, exponencidlis, logaritmus, stb.), majd a regresszios fiiggvény
keresését le kell sztikiteni erre a csoportra.

Néhany esetben valamilyen transzformécioval ez a keresés visszavezethets a li-

nearis esetre. Most csak ilyen esetekkel foglalkozunk k£ = 1 esetén.

8.3.1. Polinomos regresszi6

Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt
y=ag+ ar +ax® +---+ax” (ag,...,a, €R.)

alakban keressiik. Ekkor az ay, . .., a, egyiitthatokat az n, &1, &2, ..., & kozott vegre-

hajtott linearis regresszioé adja.

8.6. Példa. Az (n,&;)-re vonatkozo mintarealizaciot a minta-35.txt fajl tartal-
mazza. Ez alapjan becsiilje meg a masodfoku polinomos regresszios fiiggvényt. A

kapott parabolat abrazolja a mintarealizacioval egytitt.

Megoldds. Nyissa meg a minta-35.txt fajlt, majd Ctri+A és Ctri+C segitségével
tegye a vagolapra a tartalmat. Nyisson meg egy iires munkalapot Excelben, lépjen
az A2 cellara, és Ctrl+V segitségével illessze be a mintarealizaciot. A C2 cellaba irja
be, hogy [=B2"2], majd a kitsltGjelre klikkeljen kétszer. Az @y, a1, dy kiszamolasahoz
jelolje ki az E2:G2 tartoményt, gépelje be a kivetkezét:

|=LIN.ILL(A2:A11;B2:C11) |

majd nyomja meg a Shift+Ctrl+Enter billentytiket. A kapott értékek —4,3773,
15,6534 és —7,2032 négy tizedesjegyre kerekitve, igy a masodfoku polinomos reg-
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resszios fliggvény becslése:
y = —4,37732% + 15,65342 — 7,2032.

Most kovetkezik a grafikon. Jeldlje ki az n-ra vonatkoz6 mintat (A2:A11), majd
Beszirds — Diagramok/Pont/Pont csak jelolokkel

Lépjen a diagramteriiletre, majd helyi meniibél (jobb egérgomb) valassza az Adatok

kijelolése pontot.
Szerkesztés — Adatsor X értékei: =Munkal!$B$2:$B$11 — OK — OK

Ezzel megjelentek a mintarealizacié pontjai. Kévetkezzen a masodfokt polinomos
regresszios fiiggvény becslésének a megrajzolasa. Lépjen ra valamelyik kék jelols
pontra. Helyi meniib6l valassza a Trendvonal felvétele pontot. Valassza ki a Polino-

midlis (Sorrend:2) tipust, majd Bezdrds.

A B c D E F G H 1 J K
1 eta xi xin2 a2 al a0
2| -544 212 44944 -4,3773 15,6534 -7,2032
3| -40,64 506 25,6036 2 -
4| -3532 437 19,0969
*
5| -4,09 1,06 1,1236 10 | *
6| 14,16 1,93 3,7249 .
*
7| -39,59 508 25,8064 0
8| 1027 105 11005 « » 24 .
9| 511 3,19 10,1761 -10
10| 3,56 061 03721
1| -5 0,17 10,0289 -20
12
13 30
14
15 40 - ¥=-4,3773x2 + 15,653% - 7,2032
16 50
17

8.3.2. Hatvanykitevss regresszio

Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt
y=ar" (a€R,, beR)

alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy Iny = Ina+bln x, igy ekkor Inn és In &;
kozott lineéris regressziot végrehajtva, a kapott ag, a; egyiitthatokra teljesiil, hogy

ao=1Ina, ay = b, azaz a = e, b= a;.

8.7. Példa. Az (n,&)-re vonatkoz6é mintarealizaciot a minta-36.txt fajl tartal-
mazza. Ez alapjan becsiilje meg a hatvanykitevls regresszios fiiggvényt. A kapott

fliggvényt abrazolja a mintarealizacidval egyiitt.
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Megoldds. Nyissa meg a minta-36.txt fajlt, majd Ctrl+A és Ctrl+C segitségével
tegye a vagolapra a tartalmat. Nyisson meg egy iires munkalapot Excelben, lépjen
az A2 cellara, és Ctrl+V segitségével illessze be a mintarealizaciot. A C2 cellaba
irja be, hogy , a kitoltgjelet hizza a D2 cellaig, majd a kitoltGjelre klik-
keljen kétszer. Az ay,ay kiszamolasahoz jelolje ki az F2:G2 tartoményt, gépelje be a

kovetkezét:

|=LIN.ILL(C2:C21;D2:D21) |

KITEVO(G2) | =

3,0982 és b = a; = 3,4833 négy tizedesjegyre kerekitve, igy a hatvanykitevés reg-

majd nyomja meg a Shift+Ctri+Enter billentytiket. Ekkor a

resszios fliggvény becslése:
y = 3,0982231833

Most kovetkezik a grafikon. Jelolje ki az n-ra vonatkozo mintat (A2:A21), majd

Beszirdas — Diagramok/Pont/Pont csak jelolokkel

Lépjen a diagramteriiletre, majd helyi meniibél (jobb egérgomb) valassza az Adatok

kijelolése pontot.

Szerkesztés — Adatsor X értékei: =Munkal!$B$2:$B$21 — OK — OK

Ezzel megjelentek a mintarealizacié pontjai. Kévetkezzen a hatvanykitevés regresszi-
6s fiiggvény becslésének a megrajzolasa. Lépjen ra valamelyik kék jelols pontra. He-

lyi meniibdl véalassza a Trendvonal felvétele pontot. Vélassza ki a Hatvdnyos tipust,

majd Bezdrds.

A B C D E F G H 1 J
1 eta Xi In(eta) In{xi) al a0

2 | 8079,69 9,55 997109 2,256541 34833  1,1308

3 | 516917 841 8550467 2,129421

4| 790,05 491 6672096 1,591274 b a

5| 55620 4,45  6,32112% 1,492904 3,4833  3,0082

6 | 8288,45 9,62  9,02261% 2,263844

7 86289 504 6760287 1617406 [ o

8 | 524619 844 8565257 2,132982 s ez
9 | 8345 2,59 4424248 0951658 | B8000.00 v

10| 853,24 502 6749041 161343 | 700000

11| 315708 730 8057403 L,987874 | co0040

12| 207571 6,48  7,638059 1,868721

13| 520302 842 8556998 2,13061 | 000

14| 1669,26 6,09  7,420136 1,806648 | 4000,00

15| 878,79 507  6,778546 1,623341 | 300000

16 155087 596  7,34657L 178507 | oo

17| 2611,24 6,92  7,86758 1,934416

18| 83674 4,99 6729513 1,607436 | 00000

19| 3549,87 7,55 8174666 2,021548 0,00 -

20 185,64 3,24 5,223809 1,175573 0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00
21| 30,43 1,91  3,415429 0,647103
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8.3.3. Exponencialis regresszio

Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt
y=ab® (a,beR,)

alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy Iny = Ina + (Inb)z, igy ekkor Inn és &
kozott lineéris regressziot végrehajtva, a kapott ag, a; egyiitthatokra teljesiil, hogy

ag =1Ina, a; =Inb, azaz a = e, b = e™.

8.8. Példa. Az (n,&;)-re vonatkozo mintarealizaciot a minta-37.txt fajl tartal-
mazza. Fz alapjan becsiilje meg az exponencialis regresszios fliggvényt. A kapott
fiiggvényt abrazolja a mintarealizacioval egyiitt. Becsiilje meg ebbdl 7 értékét, ha

& =5.

Megoldds. Nyissa meg a minta-37.txt fajlt, majd Ctri+A és Ctri+C segitségével
tegye a vagolapra a tartalmat. Nyisson meg egy iires munkalapot Excelben, lépjen az
A2 cellara, és Ctri+V segitségével illessze be a mintarealizaciot. Az el6z6 megoldas
logikajat is lehet kovetni, de Excelben erre az esetre van kiilon fliggvény. A /b\,a

kiszamolasahoz jelolje ki a D2:E2 tartomanyt, gépelje be a kovetkezot:

|=LOG.ILL(A2:A11;B2:B11) |

majd nyomja meg a Shift+ Ctrl+Enter billentytiket. Ekkor b = 3,0495 és a = 4,8127

négy tizedesjegyre kerekitve, igy az exponencidlis regresszios fiiggvény becslése:
y = 4,8127 - 3,0495".

Ezutan az E4 celldba irja be, hogy

=NOV(A2:A11;B2:B11;5) |.

A kapott 1269,14 érték az n becslése & = 5 esetén. Most kovetkezik a grafikon.
Jelolje ki az n-ra vonatkoz6 mintat (A2:A11), majd

Beszirdas — Diagramok/Pont/Pont csak jelolokkel

Lépjen a diagramteriiletre, majd helyi meniibdl (jobb egérgomb) valassza az Adatok

kijelolése pontot.
Szerkesztés — Adatsor X értékei: =Munkal!$B$2:$B$11 — OK — OK
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Ezzel megjelentek a mintarealizécié pontjai. Kévetkezzen az exponenciélis regresszi-
6s fliggvény becslésének a megrajzolasa. Lépjen ra valamelyik kék jel6lg pontra.
Helyi meniib&l véalassza a Trendvonal felvétele pontot. Vélassza ki a Fxponencidlis

tipust, majd Bezdrds.

A B c D E F G H 1
1 eta Xil b a
2 | 23,68 1,45 3,0495  4,8127
3 49 0,14 y= 1268,14
4| 44,62 2,01 [ 1000 -
5 | 5593 2,19
200
6 18,6 1,09
7| 2708 1a5| 8907
8 | 323,24 3,79 | 7007
9 | 874,89 4,7 600
10| 839 0,55 | 500 -
11| 21,63 133 | 400 4
= 300 -
13
200
14
15 100
16 0 -
17 o 1 2 3 4 5
18

8.3.4. Logaritmikus regresszi6

Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt
y=a+blnz (a,beR)

alakban keressiik. Igy ekkor 7 és In¢&; kozott linearis regressziot végrehajtva, a =
=ag, b= ay.

8.3.5. Hiperbolikus regresszié

Ebben az esetben a regresszios fiiggvényt

1
a+ bx

y = (a,beR)

alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy 3! = a + bx, igy ekkor n~! és & kozott

lineéris regressziot végrehajtva, a = ag, b = ay.

8.4. Gyakorlatok

8.1. gyakorlat. Az (1, &1, &o, &3) valoszintiségi vektorvaltozora vonatkozo mintareali-

zaciot aminta-38. txt fajl tartalmazza. Ez alapjan becsiilje meg a linearis regresszio
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egyiitthatoit, majd ebbdl n értékét, ha & = 6.3, & = 0,7, & =0,9.

8.2. gyakorlat. Az (n,&;)-re vonatkozo mintarealizaciot a minta-39.txt fajl tar-
talmazza. FEz alapjan becsiilje meg a (t1,%y) = (0,3) fixpontos lineéris regresszio
a; egylitthatojat. A kapott egyenest abrazolja a mintarealizacioval egyiitt. Adjon

becslést arra, hogy mekkora lesz 7, ha & = 1,6.

Utmutatds. Nézze at a fixpontos lineéris regresszional talalhato példékat. Az abra-

zolésnal a trendvonal felvételénél a metszéspontot allitsa 3-ra.

8.3. gyakorlat. Az (n, &, &, &) valoszintségi vektorvaltozora vonatkozoé mintarea-
lizaciot a minta-38.txt fajl tartalmazza. Ez alapjan becsiilje meg a (t1, ta, t3,t0) =
= (1,1,1,1) fixpontos lineéris regresszi6o egyiitthatoit, majd ebbsl n értékét, ha
&1 =63, & =07, & =10,0.

8.4. gyakorlat. Oldja meg az exponencialis regressziora vonatkozo példat | LOG. ILL

és tiiggvények nélkiil.

Utmutatas. Hasznalja fel az exponenciélis regresszio és a lineéris regresszio kapcso-
latat.

8.5. gyakorlat. Az (n,&;)-re vonatkozo mintarealizaciot a minta-40.txt fajl tar-
talmazza. Ez alapjan becsiilje meg a logaritmikus regresszios fliggvényt. A kapott
fiiggvényt abrazolja a mintarealizacioval egyiitt. Becsiilje meg ebbdl 7 értékét, ha
& =53

Utmutatds. Hasznalja fel a logaritmikus regresszié és a linearis regresszio kapcso-
latat. A trendvonal felvételénél a logaritmikus pontot jelolje ki. Az eredményt a

kovetkezd abra mutatja.

12

y=-3,918In(x) + 2,004
@

L - T T O

8.6. gyakorlat. Az (n,&;)-re vonatkozo mintarealizaciot a minta-41.txt fajl tar-
talmazza. Ez alapjan becsiilje meg a hiperbolikus regresszios fliggvényt. A kapott
fiiggvényt abrazolja a mintarealizacioval egyiitt. Becsiilje meg ebbdl 7 értékét, ha
51 = 472
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Utmutatds. Hasznalja fel a hiperbolikus regresszio és a linearis regresszio kapcsolatat.

Az eredményt a kovetkezd abra mutatja.

0,3 4

0,25 4

0,2 1

0,15 -

01 4

0,05 +

a

a 2 4 6 8 10

A becsiilt gorbe egyenlete y = m. A trendvonal abrazolasanél vegyen fel
stirtin pontokat a gérbén és folytonos vonallal hiizza azokat Gssze, ugy, ahogy azt a

tapasztalati és valodi eloszlasfiiggvény egy diagramon valoé dbrézolaséanal tettiik.
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9. Osszefoglalo

9.1. Eloszlasok generalasa
9.1.1. Egyenletes eloszlasbo6l szarmaztatott eloszlasok

Itt az n,m9, M1, M2, - . . fiiggetlen, a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszind-

ségi valtozokat jelent.

e Diszkrét egyenletes eloszlas
Ha m € N, akkor [mn] + 1 diszkrét egyenletes eloszlast az { 1,...,m } halma-

Z0on.

e Karakterisztikus eloszlas

Ha 0 < p < 1, akkor I, ., karakterisztikus eloszlast p paraméterrel.

e Binomiilis eloszlas
Har e Nés 0 <p <1, akkor >0 I, ., r-edrendd p paraméterd binomialis

eloszlasu.

e Hipergeometrikus eloszlas
Legyen r, M, N € N, M < N, tovabba r < min{ M, N — M }. Ekkor

io1+1, han < XSl
50507 gz: f ' 77 N=itd (izl,...,T)
&ty kiilénben,
jeloléssel
MY (N—M
P(g,:k:):M (k=0,...,7),

(3)

azaz &, hipergeometrikus eloszlasu N, M, r paraméterekkel.

e Poisson-eloszlas
Ha X\ > 0, akkor

S
min{ S Hni < e_A}
=0
Poisson-eloszlasi A paraméterrel.

e Geometriai eloszlas

Ha 0 < p < 1, akkor min{ s : n, < p } geometriai eloszlasa p paraméterrel.
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e Folytonos egyenletes eloszlas
Ha a,b € R, a < b, akkor a + (b — a)n az [a,b] intervallumon egyenletes

eloszléas.

e Exponencialis eloszlés

Ha A > 0, akkor —= exponencialis eloszlast A paraméterrel.

e Gamma-eloszlas
Ha A > 0 és r € N, akkor —% > Inn; r-edrendd A paramétert gamma-

eloszlas.

e Normalis eloszlas
Ha m € R és o > 0, akkor

m + o/ —21Inn; cos(2mns)

normaélis eloszlast m varhato értékkel és o szorassal.

9.1.2. Normalis eloszlasb6l szarmaztatott eloszlasok

Itt az n,n; (1 € N) fliggetlen standard normalis eloszlast valoszintiségi valtozokat

jelent.

e Khi-négyzet eloszlas

Ha s € N, akkor Y 7_, n? khi-négyzet eloszlast s szabadsagi fokkal.

e t-eloszlas
Ha s € N, akkor n /Z = t- eloszlasu s szabadsagi fokkal.

e Cauchy-eloszlas

Z—; Cauchy-eloszlas.

o F-eloszlas

Ha sq, s € N, akkor ﬁ

T F-eloszlasu s; és sy szabadsagi fokkal.
121 Sl+1 7.

9.2. Grafikus illeszkedésvizsgalat

Legyen z1,...,2, € R és 11 < x5 < --- < x,. Jelolje n a mintarealizacié elemeinek

a szamat és k; az x;-nél kisebb elemek szamét a mintarealizaciéban.
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e Normalitasvizsgalat

Ha teljesiil, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozé normélis eloszlast m véar-

hato értékkel és o szorassal, akkor |y; == ®~* (—) jeloléssel az (z;,y;) (i =
n

=1,...,r) koordinataju pontok koriilbeliil egy olyan egyenesre esnek, melynek

% a meredeksége és —2 értéknél metszi a fiiggbleges tengelyt.

e Exponencialitasvizsgalat

Ha teljesiil, hogy a vizsgalt valoszintiségi valtozo exponencialis eloszlast A para-

ki :
meéterrel, akkor | y; := In (1 — —) jeloléssel az (z;,v;) (i = 1,...,7) koordina-
n

tajua pontok koriilbeliil egy olyan egyenesre esnek, melynek —\ a meredeksége

és atmegy az origon.

9.3. Intervallumbecslések

Legyen a & valoszintiségi valtozora vonatkozo minta &, ..., &,, és 1 —a a becsiilendd

paraméterre vonatkozo [11, 73| konfidenciaintervallum biztonségi szintje.

e { € Norm(m;o)
m az ismeretlen becsiilendé paraméter, o ismert
_ ¢ o F—1 a
R G )
neEr e (1)

e { € Norm(m;o)

m ismert, o az ismeretlen becsiilend§ paraméter

F ~ Khi(n)
_ 1 (&i—m)?
mE )
n (e o2
7-2 - ZZ:l_(lgzg) )
2

e £ € Norm(m;o)
m ismeretlen, o az ismeretlen becsiilend§ paraméter

> 2, FNKhln—l)

e £ € Norm(m;o)

m az ismeretlen becsiilendé paraméter, o ismeretlen
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>2, F~tn—1)

=§ G (=%)

n=ts hr (o)
o £ € Exp()\)

A az ismeretlen becsiilend6 paraméter
F ~ Gamma(n;1)

1
T ngl o (%)
1
T2 = ngl (1-%)

e { € Bin(1;p)
p az ismeretlen becsiilendé paraméter

n=dmax{s e TL (F0 -0 <3}
TQ:%min{zEN 210() 1-8" 21_%}

Nagy n-re:
= (1-3)
E+e—2/i0-9+2 _ . =
"= o ~E- /e
E+S+ = \/5 H+< S
= S Eh i1

e ¢ az [a,b] intervallumon egyenletes eloszlasi
a ismert, b az ismeretlen becsiilend§ paraméter
F~Gamma(n;1), ¢, = F7'(2), o =F1(1-%)
m=a+ (e I (6 — )"
m=a+ (e L (6 - )

9.4. Paraméteres hipotézisvizsgalatok

A kovetkezSkben 1 — ac a proba szintjét jelenti.

e Egymintas u-préba
¢ € Norm(m;o), m ismeretlen, o ismert, &,...,&, a &-re vonatkozo minta,

my € R rogzitett.

u:g_mo\/ﬁ

o
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Hy kritikus tartomény

m#mg  2—20(Ju]) < «
m < my O(u) < «
m > mg 1-d(u) <«

Kétmintas u-préba
¢ € Norm(mgy;o1), n € Norm(msy;os) fiiggetlenek, my, mo ismeretlenek,
01,09 ismertek, &, ..., &, a&-re vonatkozo, n, . .., n,, az n-ra vonatkozo min-

ta.

’Hoi mi:mg‘

__S-n
of | o3
ni ' ng

H, kritikus tartomany

my #my  2—20(Jul) < «
my < Mo P(u) < «
my > moy 1—P(u) <a

Egymintas t-préba
¢ € Norm(m; o), m,o ismeretlenek, &1, ..., &, a &-re vonatkozo minta, n > 2,

my € R rogzitett.

Hy: m =myg

tzg_S*mO\/ﬁ és F~t(n—1)

H, kritikus tartomény

m#my  2-—2F(|t]) <«
m < mg F(t) < «
m > myg 1-F(t) <«

Kétmintas t-préba
¢ € Norm(my;01), n € Norm(my;os) fliggetlenek, my, msy, 01, 09 ismeretle-
nek, oy = 09, &1,...,&,, a &-re vonatkozo, illetve ny, ..., n,, az n-ra vonatkozo

minta, n; = 2, ng = 2.

’Hoi mlzmg‘

_ £E—n nlnz(n1+n2—2) ,
t= Vo = s és F ~t(ng+ny—2)
ni 5,n1+n2 n,m9
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Hy kritikus tartomény

my#my  2-2F(|t]) <«
my < Mo F(t) <a
my > Mo 1—F(t)<04

Scheffé-modszer
¢ € Norm(my;01), n € Norm(my;os) fliggetlenek, my, ms, 01, 09 ismeretle-
nek, &,...,&,, a &re vonatkozo, illetve 1y, ..., 7,, az n-ra vonatkoz6 minta,

2<77,1<7”L2.

’Hoi mlzmg‘
Ci:&—,/%m%—\/&wzzlzlnk—ﬁ (i=1,...,n)
(ny1 = ng esetén (; = & — ;)

t=g—ym 6 F~t(ng—1)

¢mq

H,y kritikus tartomany

my#my  2-2F(|t])) <«
my < may F(t) <«
my > Mo 1—F(t)<CY

ny = no esetén a modszer akkor is alkalmazhato, ha a mintdk nem fiiggetlenek,

de csak akkor, ha & — 7 normalis eloszlasti.

F-préba

¢ € Norm(my;01), n € Norm(msy;os) fliggetlenek, my,ms, 01, 09 ismeretle-
nek, &,...,&, a &re vonatkozo, illetve nq,...,n,, az n-ra vonatkoz6 minta
(ng =2, ng > 2).

Hoi 01 = 02

%2

S§ ny ,
F=—5~ & F~Fmn —1Lny—1)
STIJLQ
H, kritikus tartomany

op# 0y 2min{ F(F),l - F(F)} <«
o1 < 09 F(F)<OZ
o1 > 09 1-F(F) <a

Khi-négyzet proba

¢ € Norm(m; o), m, o ismeretlenek, i, . .., &, a £-re vonatkozo minta (n > 2).
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52
X’="%n é F ~Khi(n—1)
90

H, kritikus tartomany

o#0y 2min{ F(x*),1 — F(x*} <a
o < oy F(x*) < a
o > 0y 1-F(x*) <a

e Statisztikai proba az exponencialis eloszlas paraméterére

¢ € Exp(\), Aismeretlen, &1, ..., &, a &-re vonatkozo minta, Ay € R, rogzitett.

v=Mné ¢ F ~ Gamma(n;1)

H, kritikus tartomany

A#£ X 2min{ F(7),l - F(7)} < «
A< Ao 1-F(vy) <«
A > Ao F(v) <a

e Statisztikai préba valoszintiségre
¢ € Bin(1;p), p ismeretlen, 0 < py < 1 rogzitett és &1, ..., &, a &-re vonatkozo
minta.
FHz)=min{zeN:37  (Mpi(1—po)" " >z}
min{ npo, n(1 — po) } = 10 esetén
F~(x) ~npy — 5 + /npo(1 — po) @ (2)

H, kritikus tartomany
D # Po nE<F‘1(%) VagynE>F_1(1—%)
P < Do né < F'(a)
P> po né > F (1 —a)
feltétel

p#py 1<F (9 <npp<F'(1-%)<n-1
p < Do 1< F - a) < npo
» > Do npo< F'(1—a)<n—1

9.5. Nemparaméteres hipotézisvizsgalatok

A kovetkezdkben 1 — o a proba szintjét jelenti.
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e Tiszta illeszkedésvizsgalat valdszintiségre

Ay, ..., A, teljes eseményrendszer, py,...,pr E R, p1+ -+ p. = 1.

Hy: P(A;) = p; Vi, ahol P a valodi valoszintség

0i(= 10) az A; gyakorisaga n kisérlet utan
r 2
2 (0i — np;) . .
X = ——— & F~Khi(r—1
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < a

e Tiszta illeszkedésvizsgalat eloszlasfiiggvényre

&-re vonatkozo minta &4, ..., &,

’HO: ¢ eloszlasfiiggvénye FO‘

g = — o0 < a1 <y <+ < U1 < Qp =0

Qi = Zlfze[ai—lyai) =10
z=1
pi = P(ai_l < g < CLZ'> = F()(Cbi) — Fo(ai_1)7 azaz P € PHO
2 - (0i — npi)Q , .
X = ———— & F~Khi(r—1
2w ey
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < «

e Becsléses illeszkedésvizsgalat
&-re vonatkozo minta &y, ..., &,

Fy eloszlasfiiggvény minden ¢ = (d4,...,9,) € © C RY esetén.

’HO: ¢ eloszlasfiiggvénye Fy valamely 9 € © esetén‘

ag = —o00<ar<ay < - < Q-1 < 0p =00
n

Qi = E Iéze[aiflyai) = 10
z=1

@ a v; maximum likelihood becslése H feltételezésével
Di

= P(ﬁl,...,@,)(aifl <E<a;) = F(ﬁl,...,ﬁv)(ai) - F(ﬁl,...fv)(aifl)
2 - (0 —npi)* :
X" = ———— ¢ F~Khi(r—1-v
; 5 ( )
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < «

e Fiiggetlenségvizsgalat eseményrendszerekre
Aq,..., A, és By, ..., B két teljes eseményrendszer.
Hy: P(A;N B;) =P(A;) P(B;) Vi, j|, ahol P a valodi valoszintség.

A kontingencia tablazat
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B, By B,
Ay | onn O12 ... 015 |k
Ay 021 022 ... 02 | ko
Ar Or1 Or2 o Ors kr
ll 12 Ce ls n

0i; = 10 minden 1, j esetén

= - 17 45 €s ~ 1((r—1)(s—1
X L2 %kilj (r=1)(s—1)
Kritikus tartomany: 1 — F(x?) < «

Fiiggetlenségvizsgalat valoszintiségi valtozokra

’HO: Eésn fﬁggetlen‘

g = — o0 < a1 <A < - < Q1 < Qp =0
bp=—0c0o<b <by < - <bs_1 <as =00
n

n
ki = ZI&G[M—LM) lj = ZI%G[IU—LZ’J‘)
z=1 z=1
Qij = Zlgze[ai_l,ai) Lp.etp; 105 = 10
z=1

) e (05— ki) .
X :ZZ— és  F ~ Khi(r-1)(s-1))

1
i=1 j=1 kil
Kritikus tartomény: 1 — F(x?) < «

Homogenitasvizsgalat

& és n fliggetlen valoszintségi valtozok, az ezekre vonatkozo mintéak &, . ..

illetve m1, ..., M-

‘HO: & és n azonos eloszlésfl‘

Cop= — 00 <L << <Cp1 <€ =00
n

ki = ZIEZE[Q_L@) =10 1;= ZI”ZG[Cj_l’Cj) > 10
—1 z=1

2
. (ﬁ_l_z>
P=mmy Y~ és F ~Khi(r—1)

Kritikus tar_tomény: 1-F(x*) <a

e Kétmintas elGjelproba

(&,m)-ra vonatkozo minta (&1,m1), ..., (§n, n)
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Hy: P(f>77>:%

B = Z Igisa,
i=1

FHz)=min{zeN:Y7 (ME)"=>z}
n > 20 esetén F~'(z) ~ 1 (n— 1+ /n® }(z))

H, kritikus tartomany
P>n)#% B<F'(%) vagy B>F'(1-%)
P¢>n) <1 B < F (o)

P(&>n) >1 B>F1(1-a)

Kolmogorov — Szmirnov-féle kétmintas préoba
¢ és n folytonos eloszlasfiiggvényt fiiggetlen valoszintiségi valtozok, az ezekre

vonatkozo mintak &, ..., &, illetve ny, ..., n, (n > 30)

’HO: & és m azonos eloszlésﬁ‘

&-re illetve n-ra vonatkozoé mintékhoz tartozd tapasztalati eloszlasfiiggvények
Ey illetve G,

D = \/Fmax;_1_on |Fy(2;) — G ()],

aholxy1 =&,..., 2, =&, Tna1 =M1, - -y Ton =

K(z) = 14255, (~1)ie 2

Kritikus tartomany: K(D) > 1 — «

Kolmogorov — Szmirnov-féle egymintas proba

¢ folytonos eloszlasfiiggvény valoszintiségi valtozod, az erre vonatkozd minta

fl;"'afn (n > 30)
’HO: ¢ eloszlasfiiggvénye I ‘

F a tapasztalati eloszlasfiiggvény

ﬁ;(a:) = % > ket Lo N

D = /nmax,_y,. . max{ |F}(z;) — F(z;)], |[F;(z;) — F(:)] }
K(z) =142, (~1)e

Kritikus tartomany: K(D) > 1 — «

9.6. Regresszioszamitas

Az n, &, ..., & valoszintségi valtozokra adjuk meg azt az n ~ g(&, ..., &) kozeli-

tést ado g fliggvényt, melyre E(n —g(&, ... ,fk))2 minimalis. Az ilyen tulajdon-

sagu g flggvényt (regresszids fligguény) a gyakorlatban csak becsiilni tudjuk az
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(n,&1, ..., &) valosziniiségi vektorvaltozora vonatkozo

(Mis&its - &), 1=1,...,n

minta alapjan. Legyen ez a becslés g. Ezutan az |n ~ g(&, ..., &) | kozelitést fogjuk

hasznalni.

e Linearis regresszio

A regresszios fiiggvényt csak a

g(x1,...,xx) = ag+a1x1 + -+ agrr (ag,...,ar € R)

alaku fliggvények kozott keressiik. Ekkor az

’77250+51€1+---+Ek§k\

kozelitést fogjuk hasznélni, ahol @y, . .., ay rendre ay, . .., a; becslései.

e Fixpontos linearis regresszio

Legyenek ty, ..., t; € R rogzitett konstansok. A regresszios fliggvényt

gy, xk) =to+ar(ry —t) + - Fap(zr — ) (ar,...,a, € R)

alakban keressik. Ekkor az

ne~to+a (& —t) + -+ ap(&e — tr)

kozelitést fogjuk hasznélni, ahol ay, ..., a; rendre aq, ..., a; becslései.
A (ty,..., tg, to) pontot fixpontnak nevezziik, mert a kapott g biztosan raillesz-
kedik.

e Polinomos regresszio

k =1 és a regresszios fliggvényt

y = ag+a1r +agx® +---+ax” (ag,...,a, €R.)

alakban keressiik. Az ag, ..., a, egyiitthatokat az |n, &, &2, ..., €] | kozott veég-

rehajtott lineéris regresszié adja.
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HatvanykitevGs regresszio

k =1 és a regresszios fliggvényt

y=ar" (a€R,, beR)

alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy

Iny=Ina+blnz,

igy ekkor [Inn és In&; | kozott lineéris regressziot végrehajtva, a kapott ag, ap

egyiitthatokra teljesiil, hogy

’a:e“‘), b=ay|

Exponencialis regresszio

k =1 és a regresszios fliggvényt

y=ab® (a,beR,)

alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy
Iny=Ina+ (Inb)z,

igy ekkor kozott linearis regressziot végrehajtva, a kapott ag,ay
egylitthatokra teljesiil, hogy

Logaritmikus regresszio

k =1 és a regresszios fliggvényt

y=a+blnz (a,beR)

alakban keressiik. Igy ekkor kozott linearis regressziot végrehajtva,

’a:ao, b:al‘.
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e Hiperbolikus regresszio

k =1 és a regresszios fliggvényt

y= (a,b € R)

a -+ bx

alakban keressiik. Ez azzal ekvivalens, hogy

y ' =a+ bz,

igy ekkor |n~! és & | kozott linearis regressziot végrehajtva,

’a:ao, b=ay|

9.7. Excel fiiggvények

Képlet bevitele
Minden képletet = jellel kell kezdeni. Ha a képlet egyértéki eredményt ad, akkor

nyomjon Enter-t.

Tombképlet bevitele

Ha a képlet eredménye tomb (példaul egy matrix inverze), akkor elGszor jelol-
je ki a megfelel6 méretii tombot, gépelje be a képletet (elstte =), majd nyomjon
Ctri+Shift+Enter-t.

Tombképlet javitasa
Ha egy tombképletet javitani akar, akkor jelolje ki a témbképletre vonatkozo6 tombot,
F2, javitas, majd Ctri+Shift+Enter.

Miiveletek

Osszeadas
[-] kivonés
SZOIZAs
0sztéas
hatvényozas
Relaciok

[=] egyenl6
kisebb

nagyobb
kisebb vagy egyenls
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nagyobb vagy egyenld

nem egyenld

Konstansok
e = |KITEVO (1)
T = |PI(

I

9.7.1. Logikai fiiggvények

’HA(feltétel;ha igaz;ha hamis)‘
[ES(feltétell;feltétel2;...) |
[VAGY (feltétell;feltétel2;...) |

9.7.2. Elemi fiiggvények

o] = z€R

[z] = )|z eR

signz = |ELOJEL(x) |z € R

Inx = x>0

logax:x>0, a>0,a#1
T = |GYOK(z) |2 >0

% = |[HATVANY (z;a) | =

e® = |[KITEVO(z) |z € R

sinx = |SIN(z) |z e R

cosx = |COS(x) |z €R

tgx = |TAN(z) | € R,  # kT, ahol k pératlan egész

arcsinz = | ARCSIN(x) | x € [—1,1]

arccos x = | ARCCOS(z) |z € [—1,1]
etz — rem

Sr g @™ — | SERIESSUM (5 k;m; At A)
valos szamok (z € R, k,m € N)

i (E2) — [FISHERG)] 1 <0 <1

-1 _ [INVERZ.FISHER(z) |z € R

Inl(z) =In [u* e " du = x>0
0

[(x) =

—
=
—
~
8

L

u*'e™" du = | KITEV3 (GAMMALN (2)) | 2 > 0
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9.7.3. Matrixok

MDETERM (t6mb) ‘ A témb-ben talalhaté n x n tipust méatrix determinénsa
TRANSZPONALAS (t6mb) \ A témb-ben talalhaté m x n tipust méatrix transzponaltja,
mely egy n x m méretd tombben helyezkedik el (tombkeéplet!).

’ INVERZ .MATRIX (t6mb) ‘ A tomb-ben talalhato n x n tipust matrix inverze, mely egy

n X n méretid tombben helyezkedik el (tombképlet!).

| MSZORZAT (t5mb1;tomb2) | A témbi-ben talalhato m x n tipusd matrix és a tomb2-
ben talalhatdé n x k tipust matrix szorzata, mely egy m X k méreti tombben he-
lyezkedik el (tombképlet!).

9.7.4. Kombinatorika

! — [FAGTGmd] m € N

m!l = ’FACTDOUBLE(m) ‘ m € N (m!! az un. szemifaktoridlis, amely 1-3-...-m, ha
m paratlan, illetve 2-4-...-m, ha m paros.)
(™) = |KOMBINACIGK (m;k) |m €N, k=0,...,m

ml . — |VARIACIOK(m;k) |/meN, k=0,....m

W

—’f;;_’f;;:jj];’j)’ — |MULTINOMIAL (ky5ks; . . . 3k) | K ko, K €N

9.7.5. Pszeudo-véletlen szam generalasa

[0, 1) intervallumon egyenletes eloszlast pszeudo-véletlen szam
’RANDBETWEEN(CL ;0) ‘ (a,b € N, a < b) diszkrét egyenletes eloszlasu pszeudo-véletlen

szam az {a,a+ 1,...,b} halmazon

9.7.6. Statisztikak

Legyen a ¢ valoszintiségi valtozora vonatkozo xq, . .., x, mintarealizacié az A oszlop-
ban. Jelolje z7, ...,z a rendezett mintarealizaciot. Ekkor

7} = [MINGA:D) |
77, = [MAXCA:D) |

v} = |[KICSI(A:A;K) [k =1,...,n

Th = [NAGY(A:A;k+ D) [k =0,...,n—1

min{ k : 2} = x; } =|SORSZAM(z;;A:A;1) |i=1,...,n
min{ k:x* , =x; } +1 = |SORSZAM(z;;A:A;0) |i=1,...,n
& = |ATLAG(A:A)
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S, — | SzZ0RASP (A:4) |

S2 — | VARP(A:A)

Sy —[szomrds(a:n) |

S =

tapasztalati median = ’MEDIAN(A:A)
tapasztalati modusz — |MODUSZ (A:A) |

100t%-o0s tapasztalati kvantilis = | PERCENTILIS(A:A;1) |0 <t <1
tapasztalati also kvartilis = |KVARTILIS(A:A;1) |

tapasztalati fels6 kvartilis = |KVARTILIS(A:4;3) |

tapasztalati ferdeség — ’FERDESEG(A:A) ‘

tapasztalati lapultsag (cstcsossag) = ’CSUCSOSSAG(A:A) ‘

S0 — [SZONGA )
S, a2 — | NEGYZETOSSZEG (A:A) |

Sy (z — €)% = |SQCA:A)

1§ g, —E| — |ATL.ELTERES (A:A) |

[, «; = [SZORZAT(A:A) |

VT 7 = 1MERTANI.K['J'ZEP(A:A) |2 >0(i=1,...,n)
(% Yo i)_ = ]HARM.KO’ZEP(A:A) \ r;>0(i=1,...,n)

> pca®i = |SZUMHA(A:A;"<a")|a € R

> acuich @i = |SZUMHATOBB(A:A;A:A;">a";A:A;"<=b") |a,b € R
Ly ca®i — |ATLAGHA(A:A;"<a") |a € R

LY ucai<pTi — |ATLAGHATOBB(A:A;A:A;">a";A:A;"<=b") |a,b € R
S Tsi<a = DARABTELI(A:A;"<a")|a € R

S lucs;<p = |DARABHATOBB(A:A;">a";A:A;"<=b") |a,b € R

Legyen a (&, 1) kétdimenzios valoszintiségi vektorvaltozora vonatkozo mintarea-
lizacio (x1,y1), ..., (Tn,Yn). Az A oszlop i-edik soraban legyen z;, illetve a B oszlop

1-edik sordban legyen y;. Ekkor

Cov,,(¢,m) = |KOVAR(A:A;B:B) |

Corr, (¢,7) = |KORREL (A:A;B:B) |

St wy; — |SZORZATOSSZEG(A:A;B:B)
S (zi — yi)* = | SZUMXBOLY2(A:A;B:B)
S (22 —y?) = | SZUMX2BOLY2(A:A;B:B) |
S (22 +y?) = |SZUMX2MEGY2(A:A;B:B) |

]
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9.7.7. Eloszlasok

e Binomialis eloszlas (r-edrendii p paramétert)
(7)p*(1 — p)—* = | BINOM.ELOSZLAS (k;7; p; HAMIS)
reN, k=0,....,r, 0<p<1

e Hipergeometrikus eloszlas
M\ (N—-M
% — |HIPERGEQOM.ELOSZLAS (k;7; M N) |

rM,NeN, M<N, r<min{f M,N—M}, k=0,...,r

e Poisson-eloszlas (\ paraméterti)
A* POISSON (k; \;HAMIS) | A >0, k=0,1,...

A
.

9.7.8. Eloszlasfiiggvények

e Binomialis eloszlas (r-edrendi p paramétert)
SF o (O)p'(1 — p)r—* = | BINOM.ELOSZLAS (k;7;p; IGAZ)

i

reN, k=0,...,m, 0<p<1

e Poisson-eloszlas (A paraméterti)
S are ™ = |POISSON(k;A\;IGAZ) | A >0, k=0,1,...

e Exponencialis eloszlas (A paramétert)
F(z) =1— e =|EXP.ELOSZLAS (z;\; IGAZ) | A > 0, 2> 0

e Gamma-eloszlas (r-edrendii A paraméteri)
F(x) =|GAMMA.ELOSZLAS (x;7;1/\; IGAZ) | 7, A > 0, 2> 0

e Standard normalis eloszlas
X t2
®(r) = A= [ e 7T dt — |STNORMELOSZL(z) |z € R

e Normalis eloszlas (m és o paramétert)
F(z) = ® (=) — |NORM.ELOSZL (z;m; 0 ; IGAZ) |

[

m,r €R, >0

e Khi-négyzet eloszlas (s szabadséagi foku)
F(r) =|1-KHI.ELOSZLAS (z;9) | s € N, 2 > 0

e t-eloszlas (s szabadsagi foku)
F(r) =|1-T.ELOSZLAS(z;s;1) ‘ seN, z>0
F(z) = |T.ELOSZLAS(—x;s;1) [s €N, 2 <0
P(|¢] > x) =2 —2F(x) = | T.ELOSZLAS(z;5;2) |[s €N, 2 >0
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F-eloszlas (s és sy szabadsagi foku)
F(x) = |1-F.ELOSZLAS (2;5:;52) | 81,5 € N, > 0

9.7.9. Strtségfiiggvények

Exponencialis eloszlas (A paramétert)
f(x) = Ae ™ = |EXP.ELOSZLAS (23 A;HAMIS) | A > 0, > 0

Gamma-eloszlas (r-edrendd A paramétert)
f(x) = | GAMMA.ELOSZLAS (x;7;1/); HAMIS)

rA>0, x>0

Khi-négyzet eloszlas (s szabadsagi foku)
f(x) = | GAMMA.ELOSZLAS (x;5/2; 2; HAMIS) | = > 0

Standard normadlis eloszlas

1:2
p(x) = S=e~ % — |NORM.ELOSZL(x;0;1;HAMIS) |z € R

Normalis eloszlas (m és o paramétert)
f(z) = 2 (=) = |NORM.ELOSZL (z;m; 0 ; HAMIS) |

o

m,r € R, >0

9.7.10. Inverz eloszlasfiiggvények

Normalis eloszlas (m és o paraméter)
F~Y(z) = | INVERZ.NORM(z;m;0) |[m€R, 0 >0, 0 <z <1

Standard normalis eloszlas
®~'(z) = |[INVERZ.STNORM(2) |0 < z < 1

Khi-négyzet eloszlas (s szabadséagi foku)
F~Y(z) = |INVERZ.KHI(1 —2;8) |s€N, 0 <z <1

t-eloszlas (s szabadsagi foku)
F~Y(z) =|-INVERZ.TQ2z;s) |s €N, 0 <z < 0,5
F~Y(z) =|INVERZ.T(2 — 2z;s) |s €N, 05 <z <1

Gamma-eloszlas (r-edrendd A paramétert)
F~!(x) = | INVERZ.GAMMA(z;7;1/A) (1, A >0, 0 <z <1

F-eloszlas (s és sy szabadsagi foku)
F~Y(z) = ’INVERZ.F(I — T351;52) ‘ s1,89€ N, O0<z<1
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9.7.11. Grafikus illeszkedésvizsgalat

MEREDEKSEG (tomb_y;;témb_z;) | Az (x;,v:), i = 1,...,r pontokra illesztett lineéris
trendvonal meredeksége.
METSZ (tomb_y; ; tomb_x;)

vonal fiiggSleges tengelymetszete.

Az (z;,y:), i = 1,...,r pontokra illesztett linearis trend-

9.7.12. Intervallumbecslés

2371 (1 - ) = |MEGBIZHATOSAG(a;05m) [0 < <1, 0> 0, n €N

SeF(1— %) ~ MEGBIZHATOSAG(a;S;;n) |F ~t(n—1), 0<a<1,0>0,ne
€ N. A becslés annal pontosabb, minél nagyobb az n.
min{ceN: Y7  (N)p(l—-p" ">z} = ’KRITBINOM(n;p;x) ‘ neN 0<p<

<l,0<z<l1

9.7.13. Paraméteres hipotézisvizsgalatok
A &-re illetve n-ra vonatkozo mintarealizaciok az A illetve B oszlopokban vannak.
e Egymintas u-préba

1—®(u) = ’Z.PRGBA(AZA;?TLO;O')
2 —2®(Ju|) = 2+«MIN(Z.PROBA(A:A;mg;0) ;1-Z.PROBA(A:A;mg;0))

e Egymintas t-préba
A &-re vonatkozd mintarealizacié minden tagja mellett szerepeljen my értéke
a B oszlopban.
2 — 2F(|t|) = | T.PRGBA(A:A;B:B;2;1) |
F(t) = |T.PRABA(A:A;B:B;1;1) | ha € < my
1 — F(t) = |T.PRGBA(A:A;B:B;1;1) | ha € > my

e F-préba
2min{ F(F),1 — F(F)} = |F.PROBA(A:A;B:B) |
F(F) — |F.PROBA(A:A;B:B) /2], ha Sf) < Si,

1 — F(F) = |F.PROBA(A:A;B:B) /2| ha S, > 52

m,n2

e Kétmintas t-préba
2 — 2F(|t|) = | T.PRGBA(A:A;B:B;2;2) |
F(t) = |T.PRABA(A:A;B:B;1;2) |ha € <7
1 — F(t) = |T.PROBA(A:A;B:B;1;2) |ha € > 7
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o Scheffé-modszer azonos mintaelemszamra
2 — 2F(|t|) = |T.PROBA(A: A;B:B;2;1) |
F(t) = |T.PROBA(A:A;B:B;1;1) |ha € <7
1 — F(t) = |T.PROBA(A:A;B:B;1;1) |ha € > 7]

e Scheffé-mébdszer kiilonb6zé mintaelemszamra
Az (-ra vonatkoz6 mintarealizacié a C oszlopban van, és minden tagja mellett
szerepeljen 0 a D oszlopban.
2 — 2F(|t|) = | T.PRGBA(C:C;D:D;2;1) |
F(t) = |T.PRABA(C:C;D:D;1;1) |ha € <7
1 — F(t) = |T.PRGBA(C:C;D:D;1;1) |ha € > 7

e Statisztikai proba az exponencialis eloszlas paraméterére
F(v) = | GAMMA . ELOSZLAS (A*SZUM(A: A) ; DARAB(A: A) ;1; IGAZ) |

e Statisztikai proba valoszintiségre
min{zeN:Y 7  (Mpi(l—po)" " >z} = ’KRITBINOM(n;pO;x) ‘

9.7.14. Nemparameéteres hipotézisvizsgalatok

e Tiszta illeszkedésvizsgalat

1 — F(x?) = |KHI.PROBA(p; tartomanya;np; tartomanya)

e Becsléses illeszkedésvizsgalat

. (0i—npi)*
EZ — ) — 7
Pi

1 — F(x?*) = |=KHI.ELOSZLAS(SZUM(Y; tartomanya);r — 1 — o)

e Fiiggetlenségvizsgalat
1 — F(x*) = |KHI.PROBA(p;; tartomanya;k;l;/n tartomanya)

e Homogenitasvizsgalat
_ (kitli)n;

ij - ni1+n2

1 — F(x*) = |KHI.PROBA(k;,[; tartomanya;v;; tartomanya)

e Kétmintas elGjelproba
F~Y(z) = |KRITBINOM(n;1/2;2) |

9.7.15. Regresszioszamitas

e Linearis regresszio

eta: n-ra vonatkoz6 mintarealizaciot tartalmazo n x 1 méretd tomb.
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xi: (&1, ..., &)-ra vonatkozo mintarealizaciot tartalmazo n x k méreti tomb.
X: X1, ..., T, szamokat tartalmazoé 1 x k méretd tomb.

(@, @t - .-, do) = |LIN.ILL(eta;xi) | (1 x (k + 1) méretd tombképlet!)

@y + @17y + -+ + Gray — | TREND (eta;xi;x) |

Fixpontos linearis regresszio

eta-t: (1 — tp)-ra vonatkozd mintarealizaciot tartalmazo n x 1 méretd tomb.
xi-t: (& — t1,...,& — tg)-ra vonatkozd mintarealizaciot tartalmazé n x k
méretd tomb.

X-t: xy —t1,..., 2 — t szdmokat tartalmazo 1 X £ méretd tomb.

(g, Qp—1,...,a1) = ’ LIN.ILL(eta-t;xi-t;HAMIS) ‘ (1x k méretii tombképlet!)
@i(zy —t) + -+ Gg(ay — ty) = | TREND (eta-t;xi-t;x-t;HAMIS) |

Exponenciilis regresszio

eta: n-ra vonatkoz6 mintarealizaciot tartalmazo n x 1 méretd tomb.
xi: & -re vonatkoz6 mintarealizaciot tartalmazo n x 1 méretid tomb.
(b,@) = [LOG.ILL(eta;x1i) | (1 x 2 méretd tombképlet!)

Q- = NOV(eta;xi;x)
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