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Eloszo

Ez a jegyzet az Eszterhazy Karoly Katolikus Egyetem matematika szakos hallgatoinak
tartott valoszintiségszamitas el6adasai alapjan késziilt, mely az alabbi cimrél szabadon
letoltheto:

https://tomacstibor.uni-eszterhazy.hu/tananyagok/Valoszinusegszamitas.pdf

A jegyzetben taldlhatd tételek és lemmak bizonyitasai koziil csak a viszonylag
rovideket és konnyen atlathatbéakat kozoltik. A tobbi megtaldlhaté példaul Tomdcs
Tibor: Mérték és integrdl cimii konyvében:

https://tomacstibor.uni-eszterhazy.hu/tananyagok/Mertekelmelet.pdf

A jegyzethez késziilt egy gyakorlatokat tartalmazod osszeallitas is, mely az alabbi
cimrol letoltheto:

https://tomacstibor.uni-eszterhazy.hu/tananyagok/Valoszinusegszamitasi_
gyakorlatok.pdf

A jegyzetben a matematikai analizis 6rakon bevezetett jeloléseket hasznaljuk.
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1. fejezet

A valbszinliségszamitas
alapfogalmai

1.1. Bernoulli tapasztalata

Bizonyos jelenségeknél az 6sszes koriilmény figyelembe vétele nagyon nehéz vagy
lehetetlen. Ennek oka lehet példaul, hogy a jelenség hatterében meghtizodo koriilmé-
nyek rendszere a tudoméany mai allasa szerint még nem teljesen feltart, vagy nem
tudjuk mérni oket, vagy szamuk tul nagy és kapcsolatuk nagyon bonyolult. Ilyenkor
a figyelembe vett koriilmények 6sszessége nem hatarozza meg egy esemény beko-
vetkezésének elegend6 okat. Az ilyen eseményeket véletlen eseményeknek nevezziik.
Példaul dobdkockaval jatszva csak azt a tényt vessziik figyelembe, hogy feldobtuk.
Ez viszont nem hatarozza meg a dobas eredményét egyértelmiien, igy példaul a hatos
dobasa véletlen eseményt jelent szamunkra.

Ha egy véletlen kimenetelii jelenség sokszor megismétlodhet, akkor wvéletlen to-
megjelenségril beszélink. Az ilyen tipusu jelenségekrél a véletlenszertiségiik ellenére
is attekintést nyerhetiink. Példaul a radioaktiv bomlas esetén minden egyes atommag
bomlasa véletlennek tekinthetd, mégis sok millidrd atommag esetében mar elore
meg tudjuk mondani nagy pontossaggal, hogy egy meghatarozott idén belil hany
szazalékuk fog elbomlani. Ez a bomlas iigynevezett exponencidlis torvénye, melyet a
valoszinliségszamitas segitségével irhatunk le.

A wvalészintiségszamitas a véletlen kimeneteli jelenségek illetve kisérletek matema-
tikai modellezése.

Egy kisérletben azt tekintjik megfigyelhetd eseménynek (a tovabbiakban réviden
csak eseményt mondunk), melyrdl egyértelmiien eldonthetd a kisérlet elvégzése utan,
hogy bekovetkezett-e vagy sem. Igy az, hogy egy bizonyos esemény bekovetkezett,
matematikai értelemben logikai itélet. Ebbdl a logika és a halmazelmélet ismert
kapcsolata alapjan az eseményeket halmazokkal modellezhetjiik.

Ha egy kisérletben A és B halmazok eseményeket modelleznek, akkor A U B
azt fogja jelenteni, hogy az A és B koziil legalabb az egyik bekévetkezik. Errol
egyértelmiien eldonthet6 a kisérlet elvégzése utan, hogy bekovetkezett-e, ezért ez is
eseményt modellez. Masrészt, ha A esemény, akkor az A ellenkezdje is az. Jeloljitk
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8 1. fejezet. A valdszinliségszamitas alapfogalmai

ezt A-val. Az A U A biztosan bekovetkezik, ezért ezt biztos eseménynek nevezziik
és Q-val jeloljiik. Ebbdl lathatd, hogy A az A-nak Q-ra vonatkozé komplementere,
tovabba minden esemény az () egy részhalmaza. A nem megfigyelhet6 események —
vagyis amelyekrol a kisérlet elvégzése utan nem allapithatéo meg egyértelmiien, hogy
bekovetkezett-e — szintén részhalmazai az (2-nak, de ezekkel a tovabbiakban nem
foglalkozunk. Az adott kisérletre vonatkozé események rendszerét jeloljik F-fel, mely
tehat az €2 hatvanyhalmazanak egy részhalmaza.

Példaul amikor egy dobokockaval jatszunk, az egyes, kettes, harmas, négyes, 6tos
vagy a hatos oldal lehet feliil. A nekik megfelelé halmazok legyenek a kovetkezok:
{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}. De mas események is vannak. Példaul hogy péaros szdm
lesz feliil: {2,4,6} = {2} U {4} U {6}, vagy nem egyes lesz feliil: {1} = {2,3,4,5,6}.
Itt a biztos esemény {1,2,3,4,5,6}.

Az () felirasanal azt is figyelembe kell venni, hogy egy kisérletet mikor tekintiink
sikeresnek, illetve mikor sikertelen, azaz mikor kell helyette 1j kisérletet végrehajtani.
Az el6bbi példaban, ha az élére esik a kocka, akkor azt sikertelen kisérletnek tekintjiik,
hiszen 2 elemei kozott egy sincs, ami ezt az esetet jelentené. Amennyiben mégis
be akarjuk vonni a modelliinkbe a kocka élére esését, akkor az € felirdsa mdodosul
példaul erre: {1,2,3,4,5,6,él}.

A modellalkotéas kovetkezd 1épése valamilyen tapasztalati torvény megfigyelése az
eseményekkel kapcsolatosan. Ilyet el6szor Jacob Bernoulli (1654-1705) svéjci mate-
matikus publikalt. Egy kisérletet hajtsunk végre egymas utan tobbszor egymastol
fiiggetleniil azonos koriilmények kozott. Figyeljiink meg ebben a kisérletsorozatban
egy bizonyos eseményt. Ezen esemény bekovetkezéseinek a szamat az esemény gyakori-
saganak, mig a bekovetkezések szaméanak és a kisérletek szamanak ardnyat az esemény
relativ gyakorisaganak fogjuk nevezni. Példaul egy dobdkockaval tobbszor dobva,
abrazoljuk a hatos dobasok relativ gyakorisagat a dobasok szaméanak fiiggvényében:

500

Azt latjuk, hogy a hatos dobas relativ gyakorisaga a dobasok szamanak novelésé-
vel egyre kisebb mértékben ingadozik % koriil. Mas véletlen kimenetell kisérletek
eseményeire is hasonl6 a tapasztalat:

A kisérletek szamanak novelésével a figyelt esemény bekovetkezésének relativ
gyakorisaga eqyre kisebb mértékben ingadozik eqy konstans koriil.

Ezt a konstanst a figyelt esemény valdsziniségének fogjuk nevezni. A tovabbi-
akban P(A) jelolje az A esemény val6szintiségét. Itt P egy fiiggvény, amely minden
eseményhez hozzarendel egy szamot. Konnyen lathato, hogy minden esemény valdszi-
niisége nemnegativ valds szam, a biztos esemény valosziniisége 1, illetve egyszerre be
nem kovetkezo események uniéjanak valoszintisége az események valdszintiségeinek
Osszege.
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Andrej Nyikolajevics Kolmogorov (1903-1987) az el6z6eket kiegészitve még azt
is feltételezte, hogy megszamlalhatéoan végtelen sok esemény unidja is esemény,
tovabba, hogy megszamlalhatéan végtelen sok paronként diszjunkt esemény unidja-
nak valdszintlisége, ezen események valoszintiségeinek Osszegével egyenlo. Ezzel egy
olyan elméletet kapott, amellyel mar matematikailag bizonyithatéva valik Bernoulli
megfigyelése. Ezt foglaltuk 6ssze az 1.1. definiciéban.

1.2. Valésziniliségi mezo

A kovetkez6 definicio a véletlen kimenetelii jelenségek matematikai modellje, amit az
el6z6 szakaszban leirt Bernoulli-féle tapasztalat alapjan konstrualtunk.

1.1. Definicié Kolmogorov-féle axiomak

Legyen 2 egy nem tires halmaz, az F részhalmaza az () hatvanyhalmazanak,
tovabba P: F — R. Tegyiik fel, hogy ezekre teljesiilnek a kovetkezok:

1. azioma. Q) € F.

2. ariéma. Ha A € F, akkor A € F, ahol A= Q\ A.

3. axioma. Ha A; € F minden i € N esetén, akkor

U4 erF.
i=1
azioma. Minden A € F esetén P(A) > 0.
azioma. P(2) = 1.
azioma. Ha A; € F (i = 1,2,...) paronként diszjunktak, akkor

SRR

P(U ) = 3P40,

Ekkor F-et o-algebranak (ejtsd: szigma-algebra), elemeit eseményeknek, Q-t
biztos eseménynek, a P fiiggvényt valosziniségnek, a P(A) szamot az A esemény
valdsziniségének, az (2, F,P) rendezett harmast valdsziniségi mezdnek, a
6. axiomat pedig o-additivitisnak nevezzik.

1.2. Definici6é

Az 1. és 2. axiémdk miatt () € F, amit a tovdbbiakban lehetetlen eseménynek
neveziink.

Ha (2, F, P) valdszintiségi mezé, A; € F minden ¢ € N esetén és n € N, akkor

NAieF, ((AeF é |JAceF

i=1 =1 i=1
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Bizonyitas. Felhasznalva az axiomakat és a de Morgan-féle azonossagokat

NA=NA=U%AeF
=1 ] ]

masrészt A; := Q (i > n) valasztassal az el6z6 miatt
n [e.9]

Végiil A; := 0 (i > n) valasztassal

1.4. Definici6

Legyen (Q, F, P) valésziniiségi mez6 és A, B € F.
(1) Ha A C B, akkor azt mondjuk, hogy az A maga utdn vonja B-t.
(2) A-t az A ellentett eseményének nevezziik.

(3) Ha ANB = (), akkor az A és B eseményeket eqymdst kizard eseményeknek
nevezzik.

-

AU B akkor kévetkezik be, ha A és B koziil legalabb az egyik bekovetkezik. AN B
akkor kovetkezik be, ha A és B egyszerre bekovetkezik. A akkor kovetkezik be, ha az
A nem kovetkezik be. A\ B = AN B akkor kovetkezik be, ha A bekovetkezik de B

1.5. Tétel

Legyen (2, F, P) valoszintiségi mez6, A;, A, B € F (i € N) és n € N. Ekkor
teljesiilnek a kovetkezok:

=
@
|

(1) P(0) =o0.
(2) (véges additivitas) Ha Ay, ..., A, paronként egymadst kizar6 események,
akkor P(A;U---UA,) =P(4;) +---+P(4,).

(3) P(4) =1-P(A).
(4) P(B\A) =P(B) - P(AN B).

(5) P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B).

(6) Ha A C B, akkor P(B\ A) = P(B) — P(A).
(7)

7) (monotonitdis) Ha A C B, akkor P(A) < P(B).




1.2. Valészinliségi mezd 11

(8) P(A4) < 1.
(9) Ha A C B és P(B) =0, akkor P(A) = 0.
(10) Ha P(B) =1, akkor P(A) = P(AN B).

o0

1A1.> < gP(Ai).

(12) (véges szubadditivitas) P(A; U---UA,) < P(A4;) +--- +P(4,).

(11) (o-szubadditivitds) P(

\

Bizonyitds. (1) Legyen A; = Q és A, = () minden n > 2 esetén. Ekkor az A;
(1 =1,2,...) paronként egymast kizdrd események, igy a o-additivitasbol

1=P(Q) :P([j Ai) :iP(A") = 1+§:P(®) =1+ lim nP(0)

n—o0

kovetkezik. Ezért
lim nP(0) =0,

n—oo

ami csak gy lehetséges, ha P(()) = 0, hiszen ellenkez6 esetben az el6z6 hatérérték
oo lenne.

(2) Legyen A; := 0 (i > n). Ezek paronként egymadst kizardak, igy a o-additivitds és
P(0) = 0 miatt

n

p(Ua) =p(Ua) = 3pea) =3 pea.

i=1

(3) Az A és A egymést kizardak, ezért a véges additivitdsbol
1=P(Q)=P(AUA)=P(A) +P(A4).

(4) A véges additivitds miatt P(B) = P(AN B) + P(B\ A).

(5) A véges additivitds miatt P(AU B) = P(A) + P(B\ A). Igy (4)-bdl kapjuk az
allitast.

6) AC Besetén AN B = A, igy a (4) pontbdl kovetkezik az allités.
7
0

) A 4. axiémébol és a (6) pontbdl kovetkezik az &llitas, ugyanis A C B esetén
< P(B\ A) =P(B) —P(A) teljesiil.

9) A 4. axiéma és (7) miatt 0 < P(A) < P(B) = 0, melybél kovetkezik az allitas.

(
(
(8) Minden A € F esetén A C (, ezért az 5. axiéma és a (7) pont miatt igaz a tétel.
(
(

10) Az eddigiek miatt 0 < P(A) — P(AN B) = P(A\ B) < P(B) = 0, melybél

kovetkezik az allités.
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(11) Legyen Bl = Al és Bz = Al \ (Al U---uU Aifl) (Z = 2, 3, .. ) Ekkor Bl: BQ, c.
diszjunkt rendszer, B; C A; és

melybél
P(QAZ) — P(U B) ip (B) < P(4).

(12) A; := 0 (i > n) helyettesitéssel (11)-bél kovetkezik az &llités.

1.6. Tétel A valdszinliség folytonossaga

Legyen (Q, F, P) valésziniiségi mez6 és A; € F minden i € N esetén.

(1) Ha A; C A;41 minden i € N esetén, akkor

lim P(A (UA>

n—oo

(2) Ha A; D A;+1 minden i € N esetén, akkor

lim P(A (mA>

n—oo
N\
Bizonyitds. (1) A feltételek miatt
U A= U4\ Aiy)
i=1 i=1

diszjunkt felbontds, ahol Ay = 0. Igy a o-additivitds és a véges additivitds miatt

P(GAi> ZP i\ A1) —hm ZPA\Az 1) =
= nh_}rr@gP(U(Az \ Ai—l)) = 7}1_{{)10 P(4,).

i=1
(2) Mivel A; C A;;; minden ¢ € N esetén és

Ja-Na

i=1 i=1

ezért az el6z6 pont miatt

lim P(4,) :P<ﬁAi>.

n—o0

Ebbdl mar kovetkezik a tétel.
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1.3. Klasszikus valdsziniliségi mezo

Most a legegyszeriibb valdszinliségi mez6t mutatjuk be, melyben a biztos esemény
egy véges halmaz és minden esemény valdszinlisége aranyos a szamossagaval. A
gyakorlatban a szerencsejatékok kapcsan mertilt fel el6szor ennek a vizsgalata.

1.7. Definici6é

Legyen Q egy n elemii halmaz, F az ) hatvanyhalmaza, tovabba

P.F—-R, P4 = ﬁ,
n
ahol k az A elemeinek a szama. Ekkor az (Q, F, P)-t klasszikus valdsziniségi

mezonek nevezzuk.

Az olvaséra bizzuk annak beldtasat, hogy ez valéban valdszintiségi mezo. A
P(A) = % képletet gy szoktak megfogalmazni, hogy a valészintiség a kedvez6 esetek
szama osztva az Osszes esetek szamaval. A kedvezé illetve az Osszes esetek szaméat
legtobbszor kombinatorikai eszkozokkel hatarozhatjuk meg.

A kovetkezd tétel bizonyitasat is az olvasora bizzuk.
1.8. Tétel

Legyen 2 nem tires véges halmaz, F az ) hatvanyhalmaza és P: F — R valo-

szintiség. Ekkor (€2, F, P) pontosan abban az esetben klasszikus valdszintiségi
mez0, ha az egyelemil események valoszintiségei megegyeznek.

1.9. Feladat. 52 lapos romi kartyat szétosztunk Antalnak, Bélanak, Jozsefnek és
Imrének véletlenszertien igy, hogy mindenkinek 13 lapja legyen. Mi a valdszintisége
annak, hogy a treff 4szt Antal kapja meg?

Megoldds. Az {w,} reprezentalja azt az esetet, amikor a treff szt Antal kapja meg,
hasonléan {wy} azt amikor Béla, {ws} azt amikor Jozsef, végil {ws} azt amikor Imre
kapja meg. Legyen Q := {wq, wq, w3, wy}. Egyik személyt sem tiinteti ki a tobbihez
képest a leosztas, igy az {w;}-k valdszinliségei megegyeznek. Tehat ez klasszikus
valészintiségi mez6. Ekkor a kedvezé esetek szdma 1, mig az Osszes esetek szama 4.
Vagyis a valoszinfiség ;.

Masképpen is megoldhatjuk a feladatot. Az Q) legyen a kartya 52 lapjanak Osszes

c /e

« /s s

valoszintiségei egyformak a szimmetria viszonyok miatt, ezért klasszikus valoszintiségi
mezot kapunk. Azon esetek szama amikor a treff 4sz a kombinaciéban van, azaz
a kedvezo esetek szama, (51>. Az ) elemeinek a szama (52). Igy a valdszintiség

12 13
51\ . (52 _ 1
(12) : (13) 4
1.10. Feladat. Totoban mi a valdszintisége a 10-es taldlatnak, ha feltessziik, hogy
minden tipp bekovetkezésének a valdszintisége egyforma?
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.....

halmaza. Ekkor minden tippnek megfelel pontosan egy €2-beli elem. Ekkor egy
klasszikus valészintiségi mezét kapunk, melyben a 10-es tallat (}g) .23 3-féleképpen
kovetkezhet be. Ugyanis a 10-es talalatot az els6é 13 mérkozésbol kell elérni, ami
Gg) - 23-féleképpen lehetséges, és még a 14. mérkbzésre 3-féleképpen tippelhetiink.

Az Q elemeinek a szdma, azaz az Osszes esetek szdma 3'4. Igy a kérdéses valdszinfiség
(15) -2%-3: 31 ~ 0,0014.

1.11. Feladat. Két szabdlyos kockat feldobunk. Mi a valdszintisége, hogy a dobott
szamok Osszege 77

Megoldas. El6szor azt tisztazzuk, hogy a két kockat meg kell-e kiilonboztetni vagy

sem? A valasz meglepé médon az, hogy mindegy. Ugyanis az szubjektiv tény, hogy

meg tudjuk-e kiillonboztetni a kockdkat vagy sem, mig a valdszinliség értéke objektiv.
Most tekintsiik azt az esetet, amikor a két kockat megkiilonboztetjiik. Ekkor

Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),
(2

) ) Y PARER) ) Y

(6,1),(6,2),...,(6,6)}.
A kérdéses esemény A = {(1,6),(2,5), (3,4), (4,3),(5,2),(6,1)}, tehat P(A) = 3

=3
Ezutan vizsgaljuk azt az esetet, amikor a két kockat nem kiilonboztetjiik meg!

Ebben az esetben

Q=1{(1,1),(1,2),...,(1,6),
(2,2), . (2,6),

(6,6)}.

A kérdéses esemény A = {(1,6),(2,5), (3,4)}, tehat P(A) = 2. Ez viszont nem egye-
zik meg az elobbi eredménnyel, mikdzben azt mondtuk, hogy mindegy melyik esetet
taglaljuk, az eredménynek ugyanannak kell lennie. Mi a latszolagos ellentmondés
oka? A masodik esetbeli rossz szamitas. Ugyanis az nem alkot klasszikus valdszi-
niiségi mezét, hiszen példaul P({(l, 1)}) # P({(l, 2)}) Tehat ebben az esetben a
% hanyados nem egyenl6 a P(A) értékével. Ekkor a kovetkez6 szamitas a helyes:
Az els6 esetre visszavezetve (ami klasszikus valdszinliségi mez6) konnyen lathato,
hogy P({(1,6)}) = P({(2,5)}) = P({(3,4)}) = 2, igy P(4) = 3+, ami mér
megegyezik az el6z6 eredménnyel.

Osszefoglalva tehat, mindegy, hogy a kockdkat megkiilonboztetjiik vagy sem, de
elébbi esetben klasszikus valészintiségi mez6t kapunk, mig az utéobbiban nem. Ezért
célszertibb a kockak megkiilonboztetése.

1.12. Feladat. Otoslottéban egy szelvénnyel jatszva, mi a valoszintisége, hogy kettes
talalatunk lesz?
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Megoldds. Legyen ) az 6sszes lott66tos halmaza, azaz lexikografikus elrendezésben
Q= {{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},..., {86,87,88,89,90} }.

Ekkor Q) elemeinek a szama (90)

5 )- Fontos kérdés, hogy ez klasszikus valdszinliségi mezd-
e, azaz példaul az {1,2,3,4,5} és az {13,25,41,72,86} lott66tosok valdszintiségei
megegyeznek-e 7 Gyakran hallott valasz, hogy nem, mivel az elso lotto6tos ,,rendezett”,
mig a masodik nem, tovabbé a tapasztalat azt mutatja, hogy sokkal ritkdbban htuznak
yrendezett” lottootost. Nos az valoban igaz, hogy ritkdbban hiznak ,rendezett”
lott6otost, de ez azért van igy, mert kevesebb van beldliik. De ettél egy konkrét
yrendezett” lottéotosnek az esélye még ugyanakkora, mint egy konkrét ,rendezetlené”.
Hogy ezt megértsiik gondoljon egy olyan kockara, melynek a hatos oldala piros, a
tobbi fehér. Ekkor azt tapasztaljuk, hogy nagyobb eséllyel dobunk fehér oldalt, mint
pirosat, masrészt viszont a hatos és az egyes dobas valdszintiségei megegyeznek, pedig
a hatos oldal piros, mig az egyes oldal fehér.

Egy masik magyarazat arra, hogy miért kapunk klasszikus esetet: A szamok-
nak itt csak annyi a jelentésége, hogy az egyes golyokat megkiilonboztesse. Viszont
a szamoknak van egy olyan tulajdonsiga, aminek a lottoban nincs szerepe, neve-
zetesen a rendezettség. Ebbdl fakaddan tlinik egy lottootos ,,rendezettnek” vagy
,rendezetlennek”.

Most mar ratérhetiink a szamolasra. Az altalunk tippelt 6t szambol kettot kell
kihiizni, mely (g) modon lehetséges, mig a tobbi 85-bol harmat, mely (835> modon

5\ (85
()(%)
90
(%)
Ez azt jelenti, hogy hetenként egy szelvénnyel jatszva, hosszu tavon atlagosan, kb. 44
hetenként egyszer lesz kettesiink az 6toslotton.

lehetséges. Igy a megoldds

~ 0,0225.



2. fejezet

Feltételes valosziniliség és
fliiggetlenség

2.1. Feltételes valésziniiség

Szabalyos kockaval dobjunk 10-szer. Tegytik fel példaul, hogy a kovetkezd szamokat
kapjuk:
1,5,4,5,5,6,4,2,2, 6.

Jelolje A azt az eseményt, hogy maximum harmast dobunk, és B azt, hogy paros
szamot dobunk. Az A, B és AN B események relativ gyakorisdgait jeloljiik rendre
r(A), r(B) és r(AN B) médon. Ekkor

MB) = > r(ANB) = 2.

A p—
r(4) 10 10

10’
A val6sziniiség modellezésének bevezetésénél volt egy feltételiink a dobdkocka kisérlet
végrehajtasanal. Abban az esetben, amikor élére esik a kocka, a dobést ne vegytik
szamitasba. Most ezt a feltételt tovabb bovitjiikk. Akkor se vegyiik szamitasba a
dobést, ha nem péros szdmot dobunk, azaz nem a B kovetkezik be. Igy mér csak 6
érvényes dobasunk van:

1757475757674727276'

Ebben a moédositott kisérletben az A esemény nem 3-szor, hanem csak kétszer
kovetkezett be, igy a relativ gyakorisaga %. Ezt jeloljik r(A | B)-vel. Tehat most

r(AyB>:§.

Ez a relativ gyakorisag pontosan olyan tulajdonsiagot fog mutatni, mint az eredeti
relativ gyakorisag, azaz sok kisérlet esetén egy bizonyos érték koril fog ingadozni.
Ezt az értéket az A esemény B-re vonatkozoé feltételes valdsziniiségének nevezziik,
tovabba P(A | B) médon jeldljik.

Hogyan lehet ezt a feltételes valdszintiséget kiszamolni az eredeti valoszintiségi me-
z0ben? Az r(A | B) értéke tigy jott ki, hogy a nevezében csak a B bekdvetkezéseinek

16
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a szamat, azaz B gyakorisagat irtuk, mig a szamlaloba az A-nak azon bekovetkezéseit
irtuk, amikor B is bekdvetkezett, hiszen a tobbit toroltik. Igy teljesiil a kovetkezo:

B r(AN B)

A modelliinkben tehat a feltételes valoszinliség a kovetkez6 mdédon definidlhatod:

2.1. Definicidé

Legyen (€2, F, P) val6sziniiségi mez6, A, B € F és P(B) #0. A

P(AN B)

P(A|B) =55

szamot, az A esemény B-re vonatkozo feltételes valosziniiségének nevezziik.

A kovetkezd tétel definicio alapjan kozvetlentil bizonyithaté.

2.2. Tétel

Legyen (2, F,P) egy valészinliségi mez6, B € F tovabba P(B) # 0. Ekkor
(Q, F,Pp) és (B, Fp, Pg) is valésziniiségi mez6, ahol

PBI.F—>R, PB(A):P(A‘B),
Fs—{ANB:AcF} é P.: Fy—R, Py(A) =P(A|B)

\

Mivel (B, Fg, Pj;) valészinliségi mez6, ezért a feltételes valoszintiséget gy is ki
lehet szamitani, hogy az €2 eseményteret lesziikitjiikk a B eseményre. A feltételes
valészinliség fogalmat pontosan ezen tulajdonsag alapjan vezettiik be.

Példaul, ha egy szelvénnyel lottozunk, az elsé négy szamot mar kihtztak és mindet
eltalaltuk, akkor mi a valészinlisége, hogy az 6todiknek kihtizott szamot is eltalaljuk?
A feltételes valészintiség hasznalata nélkil gondolkodhatunk a kovetkezdképpen:
Mivel mar négyet kihtztak, ezért a maradék 86-bol kell eltaldlni egyet. Igy az
eredmény .

2.3. Tétel

Ha (Q, F,P) valészintiségi mez6, A, B,C € F és P(C) # 0, akkor
(1) P(A]C) <1,
(2) P(A]C)=1,ha C C A,
(3) P(A]C)=1-P(A|O),
(4) PLAUB|C)=P(A|C)+P(B|C)-P(ANB|C),
| 0 PUNBIO)=P(|C)-PUANB|C)
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Bizonyitds. Az (S, F,Pe) valoszintliségi mez6, ezért az 1.5. tétel miatt (1), (3), (4)
és (5) teljestl. A (2) 4llitas abbdl kovetkezik, hogy C' C A miatt ANC = C.

A kovetkezd tétel szintén a definicié kovetkezménye.
2.4. Tétel Szorzattétel
Legyen (9, F, P) valésziniiségi mez6, A, B € F és P(B) # 0. Ekkor

P(ANB) =P(A | B)P(B).

2.5. Feladat. Két dobozbdl az elsében 3 piros és 4 fekete, a mésodikban pedig 4
piros és 5 fekete golyd van. Az els6 dobozbdl attesziink egy golyot a masodikba,
majd a méasodikbol valasztunk ki egy golyét. Mennyi a valoszintisége, hogy mindkét
alkalommal pirosat hiizunk?

Megoldds. Jelolje A azt az eseményt, hogy méasodikra pirosat htizunk, B pedig azt,
hogy elsére pirosat hizunk. Ekkor a szorzattétel alapjan

P(AﬂB):P(A|B)P(B):150-Z;.

Az n. lancszabaly a szorzattétel altalanositasa.

2.6. Tétel Lancszabaly

Legyen (€2, F, P) val6szintiségi mez6 és Ay, ..., A, € F. Ekkor

P(A,N---NA,) = P(A1) P(As | A1) P(As | AiNAs) - P(A, | AN --NA,1),

feltéve, hogy léteznek ezek a feltételes valoszintiségek.

Bizonyitas. A bizonyitand6 egyenl6ség jobb oldalat irjuk fel a feltételes valdsziniiség

c sz

P(A)P(AlﬂAg)P(AlﬂAgﬂAg)m P(A; N---NA,)
YUUP(AY) P(A; N Ay) P(A;N--NA,,)

ami valéban P(A;N---NA,).

2.7. Feladat. Egy pakli magyar kartyabol 3 kartyat kihizunk egymésutan visszatevés
nélkiil. Mi a valészintisége, hogy elsére dszt, masodikra nem aszt és harmadikra ismét
aszt hizunk?

Megoldds. Jelentse rendre Ay, As és As, hogy elsore aszt, masodikra nem aszt és
harmadikra aszt hizunk. Ekkor a lancszabaly alapjan

4 28 3
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2.8. Definicid

Legyen (9, F, P) valdszinliségi mez6. Azt mondjuk, hogy By, ..., B, € F teljes
eseményrendszer, ha osztélyozdsa Q-nak, azaz B; N B; = () minden i,j €
€ {l,...,n}, i # j esetén, tovdbba B, U---U B,, = Q. Mésképpen fogalmazva,
ekkor a By, ..., B, események koziil minden esetben pontosan egy teljesiil.

2.9. Tétel Teljes valoszinliség tétele

Legyen (92, F, P) valésziniiségi mez6, By, ..., B, € F teljes eseményrendszer,
és P(B;) # 0 minden i € {1,...,n} esetén. Ekkor barmely A € F eseményre

P(A) = Y P(A | B)P(B).

i=1

G
Bizonyitis. By U---U B, = (), ezért

n

i=1
Mivel a B; események paronként egymast kizaroak, ezért az A N B; események is
azok, igy alkalmazhatjuk a véges additivitast:

n n

S P(A|B)P(B) =Y P(ANB;) = (CJ (AN B;) ) P(A).

i=1 i=1

2.10. Tétel Bayes tétele

Legyen (2, F, P) valosziniiségi mezd, By, ..., B, € F teljes eseményrendszer,
és P(B;) # 0 minden ¢ € {1,...,n} esetén. Ha A € F és P(A) # 0, akkor
barmely i € {1,...,n} esetén

P(A| B;) P(By)

P(B;i | A) = :
L P(A| By) P(By)
L =
Bizonyitas. A teljes valdszintiség tétele szerint az egyenloség jobb oldala P(lf&?i)—val

egyenld, melybdl kovetkezik az allitas.

2.11. Megjegyzés. Ha valamely A eseményt mint okozatot tekintjiik, amit a By, ..., B,
okok valthatnak ki, akkor ismerve az okok valészinliségeit és hatasukat az okozat
bekovetkezésére, azaz a P(A | B;) értékeket tudva, a teljes valdsziniiség tétele
értelmében az okozat valoszinlisége meghatarozhatd. Masfeldl, ha az A okozat mar
bekovetkezett, akkor Bayes tételével kovetkeztethetiink arra, hogy egy kivalasztott
ok milyen valdszintiséggel szerepelt az A létrejottében. Ilyen értelemben Bayes tétele
megforditasa a teljes valoszinliség tételének.
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2.12. Megjegyzés. Ha a By, ..., B, eseményrendszerre teljesiil, hogy paronként egy-
mast kizardak, és unidjuk valoszintisége 1, akkor azt tagabb értelemben vett teljes
eseményrendszernek nevezzik. A teljes valdszinliség tétele és Bayes tétele ilyen
eseményrendszerekre is igaz. Masrészt, ha a tagabb értelemben vett teljes esemény-
rendszer megszamlalhatéoan végtelen sok eseménybdl 4ll, ez a két tétel akkor is
teljestl.

2.13. Feladat. Szindbad tiz haremholgy kozil feleséget valaszthat oly mdédon, hogy
az el6tte elvonuld, véletlenszertien sorrendbe allitott holgyek koziil az elsé 6t6t el kell
engednie, de az utana kovetkezok koziil ki kell valasztania a legelsét, aki az elso 6t
holgytdl szebb. Mi a valészintisége annak, hogy Szindbad a legszebb holgyet tudja
kivalasztani? Feltessziik, hogy szigortu sorrendet tudunk megéllapitani a holgyek
szépségét illetden, tovabba ha a legszebb holgy az els6 6t kozott volt, akkor Szindbad
nem valaszthat ki senkit.

Megoldas. Jelentse A azt az eseményt, hogy Szindbad a legszebb haremhdolgyet
valasztja ki, B; pedig azt, hogy i-ediknek érkezik a legszebb holgy. Ekkor a teljes
valoszinliség tétele szerint

P(A) = ; P(A| B)) P(B;) = 26 P(A| B;) P(By),

hiszen, ha i < 5, akkor P(A | B;) = 0. Vélasszuk ki az els6 i — 1 holgy kozil a
legszebbet. Ha 6 az elsé 6tben volt, akkor bekoévetkezik A, ellenkez6 esetben nem.
Mivel i — 1 holgy kozott (i — 1)-féleképpen helyezkedhet el, és ebbdl az el6zbek
értelmében csak 5 a kedvezd, ezért P(A | B;) = 2. Mésrészt P(B;) = 0,1, igy

10 5 9 1
P(A) =Y =01 =053 - ~ 0373,
i=6 =5

2.14. Feladat. Egy tizemben harom gép miikodik. Az els6 a termelés 25 %-at adja, és
5 %-os selejttel dolgozik. A mésodik 35 %-ot termel 4 %-os selejttel, végiil a harmadik
40 %-ot ad 2 %-os selejttel. A termékek koziul kivdlasztunk egyet véletlenszertien,
és azt tapasztaljuk, hogy az selejtes. Mi a valdszintisége annak, hogy az els6 gép
gyartotta?

Megoldds. Jelentse A azt az eseményt, hogy selejtes terméket valasztottunk, B; pedig
azt, hogy az i-edik gép gyartotta. Ekkor Bayes tétele értelmében

P(A| B)P(B)) 0,25 - 0,05

3 ©0,25-0,05+0,35- 0,04 4+ 0,4 - 0,02
kEIP(A | Bk) P(Bk) ) ) + 9 ) + ) )

P(B, | A) = ~ 0,362.
2.2. Események fiiggetlensége

Jelentse A azt, hogy dobdkockaval elsére hatost, illetve B azt, hogy masodikra hatost
dobunk, azaz A := {(6,1),(6,2),...,(6,6)} és B :={(1,6),(2,6),...,(6,6)}. Ekkor
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P(A) =P(A | B) = %, vagyis A-nak a valdszintisége, fiiggetleniil attél, hogy a B
feltétellel vizsgaljuk vagy anélkiil, mindig 2.

A tovédbbiakban, ha P(A) = P(A | B) teljestl, akkor azt mondjuk, hogy A
fiuggetlen B-t6l. Konnyt ellenérizni, hogy B is fliggetlen A-t6l, hiszen P(B) = % és
P(B|A) = %, tehdt megegyeznek. A fliggetlenségnek ez a szimmetria tulajdonsiga
altalanosan is igaz, azaz A pontosan akkor fiiggetlen B-t6l, ha B fiiggetlen A-t6l.

Vegytik észre, hogy P(A) P(B) # 0 esetén a fiiggetlenség fogalma ekvivalens azzal,
hogy P(AN B) = P(A) P(B). Ez a képlet akkor is alkalmazhaté, ha P(A) P(B) = 0,

masrészt a szimmetria azonnal lathaté beldle. Ezért a tovabbiakban ezt fogadjuk el

2.15. Definicié

Legyen (9, F, P) valosziniiségi mez6 és A, B € F. Azt mondjuk, hogy az A és
B események fiiggetlenek, ha P(AN B) = P(A) P(B).

2.16. Kovetkezmény

Legyen (92, F,P) valoszinliségi mez6, A,B € F és P(B) # 0. Az A és B
pontosan akkor fliggetlenek, ha P(A | B) = P(A).

2.17. Feladat. Antal és Béla céltablara 16nek. Antal 0,8 valdszintiséggel taldlja
el a céltablat, Béla pedig 0,5-del. A talalatok egymastdl fuggetlenek. Ha Antal és
Béla egy-egy lovést adnak le, akkor mennyi a valdszintisége annak, hogy legalabb az
egyikojik talal?

Megoldds. Az A esemény jelentse azt, hogy Antal 16vése talal, illetve B azt, hogy
Béla 16vése talal. Ekkor P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) = P(A) + P(B) —
—P(A)P(B) =0,9.

2.18. Feladat. Legyen (02, F,P) valoszintiségi mez6 és A, B, C' € F. Bizonyitsuk be,
hogy ha A és B egymast kizar6 események, A és C' fliggetlenek, tovabba B és C' is
fiiggetlenek, akkor AN B és C fiiggetlenek, illetve AU B és C is fiiggetlenek!

Megoldds. (1) PLANBNC)=P(ANB)P(C) =0, mert AN B = (.
)

(2) P((AUB)NC) =P((ANC)U(BNC)) = P(ANC) +P(BNC) = P(A) P(C) +
+P(B)P(C) = (P(A) + P(B)) P(C) = P(AU B) P(C).

2.19. Definicid

Legyen (Q, F,P) valészinliségi mezd. Az Ay, Ay, ..., A, € F eseményeket
figgetleneknek nevezziik, ha {1,...,n} barmely nem iires G részhalmazéra

P(ﬂ A,.> =[] P(4) (2.1)

1€G ge
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teljesiil. Egy végtelen eseményrendszer elemei fiiggetlenek, ha barmely véges
részrendszere fiiggetlen.

2.20. Feladat. Huzzunk egy lapot a 32 lapos magyar kartyabol. Legyen A az az
esemény, hogy pirosat vagy zoldet hizunk, B az, hogy pirosat vagy tokot, illetve C'
az, hogy szamozott lapot hizunk. Mutassuk meg, hogy A, B, C' fiiggetlenek!

Megoldds. Ekkor P(A) = P(B) = P(C) = 1, P(ANB) = P(ANC) = P(BN () =
P(ANBNC) = 3, amibdl kovetkezik, hogy A, B, C fiiggetlenck.

1
4

2.21. Feladat. Legyen (2, F,P) val6sziniiségi mez6 és A, B,C € F fuggetlen
események. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az ANB és C, illetve AUB és C'is fliggetlenek!

Megoldds. (1) P(AN BN C) =P(A)P(B)P(C) = P(AN B)P(C).
(2) P((AUB)NC) =P((ANC)U (BN C)) = P(ANC) + P(BNC) — P(AN
NBNC) =P(A)P(C) + P(B)P(C) = P(AN B)P(C) = (P(A) + P(B) — P(AN
N B)) P(C) = P(AUB)P(C).

2.22. Tétel

Legyen (9, F,P) valdszintiségi mezé. Ha az Ay, ..., A, € F események fiigget-
lenek, akkor az -
A17 000 aAk—la Aka Ak+17 000 aAn

események is figgetlenek minden k € {1,...,n} esetén.

Bizonyitas. Elég k = 1-re bizonyitani az indexelés onkényessége miatt. Legyen G C
C {1,2,...,n}. Ha 1 € G, akkor (2.1) kozvetleniil az Ay, A, ..., A, események
fiiggetlenségébdl kovetkezik. Ha 1 € G, legyen G := {1,is,13,...,%,}, ahol m <n
pozitiv egész szam és 2 < iy < iz < - -+ < i, < n. Ekkor az 1.5. tétel (4) pontja miatt

P(Ay,) - P(A;,) — P(A1) P(A4;,) - P(A;,) =
= (1= P(A1)) P(A3) -+ P(A;,) = P(A]) P(Ay,) - P(4;,),

amibdl kovetkezik a tétel.

2.23. Megjegyzés. Ha egy eseményrendszer elemei fliggetlenek, akkor barmely két
eleme is fliggetlen egymastol, vagyis az eseményrendszer elemei paronként fiiggetlenek.
Forditva nem igaz, a paronkénti fiiggetlenségh6l nem kovetkezik a fliggetlenség.
Példaul a 32 lapos magyar kartyabdl hizzunk ki egy lapot. Jelentse A azt, hogy
makkot vagy pirosat huztunk, B azt, hogy makkot vagy tokot, illetve C' azt, hogy
makkot vagy zoldet hiztunk. Ekkor P(A) = P(B) = P(C) = 5 és P(ANB) =
=P(ANC) =P(BNC) = 1 miatt az A, B, C események péronként fiiggetlenck, de
P(AN BNC) =1 miatt P(A) P(B) P(C) # P(AN BNC), igy nem fiiggetlenek.
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2.3. Fiiggetlen kisérletek valdsziniliségi mezdje

Tobb kisérlet egymastél fliggetlen elvégzését, azaz tobb kiillonbo6zé valdszintiségi
mez6 eseményeinek fiiggetlenségét, a (2.1) képlettel nem definidlhatjuk. Ezért be-
vezetjik a fliggetlen kisérletek valdszinliségi mezéjének a fogalmat, mely az egész
kisérletsorozatot egy mezbben irja le.

2.24. Definicid

Legyen 2 nem iires halmaz és H részhalmaza az (2 hatvanyhalmazanak. Ekkor
o(H) alatt a H dltal generdlt o-algebrdt értjik, azaz a H-t tartalmazo6 Osszes
olyan o-algebra metszetét, amely részhalmaza az €2 hatvanyhalmazanak.

A definicié korrekt, hiszen konnyen lathaté, hogy o-algebrak metszete is o-algebra.

Legyenek az (2, F;, P;), i € {1,2,...,n} valészinliségi mezok,
Q=0 X+ xQ,,
F :zo({Al X oo x Ayt Ay EE,izl,Z,...,n}),
tovabba P: F — R olyan valészintliség, melyre
P(A; x -+ x A,) =P1(A1) - P,(A,)

teljesiil minden A; € F;, i € {1,2,...,n} esetén. Ekkor az (Q, F, P)-t figgetlen
kisérletek valdsziniiségi mezdjének, tovabba az (€, F;, P;)-ket (i =1,2,...,n)
az (Q, F, P) kisérleteinek nevezzik. Ha ezek a kisérletek mind ugyanazok, akkor
az (2, F,P)-t Bernoulli-féle valdsziniiségi mezének nevezzik.

Az in. Caratheodory-féle kiterjesztési tétel szerint az el6z6 definicioban meghata-
rozott valdsziniiség egyértelmiien létezik.
A k-adik kisérlet eredménye legyen Ay € Fi, ami azt jelenti, hogy bekovetkezett
az
= X X Qg XA X Qg X oo x Q€ F
esemény. Igy P(Af) = Pr(Ag) és AiN---NAS = A x --- x A, teljesiil minden
Ay € Fi,..., A, € F, esetén. Ebbél lathatd, hogy ekkor

PlATN---NA) = P(A}) - P(A])

teljesiil, ami a (2.1) képletnek felel meg, azaz tényleg jogos a fiiggetlenség jelzé.

2.4. Geometriai valésziniiségi mezo6

A kozépiskoldban tanult hosszusag, teriilet illetve térfogat fogalmak nem alkalmasak
valoszintiségi mezo létrehozasara, mert a Jordan-mérheté halmazok rendszere nem o-
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algebra és a Jordan-mérték nem o-additiv. Ezért el6szor a Jordan-mérheté halmazok
rendszerét kiterjesztjiik ugy, hogy az mar o-algebra legyen.

2.26. Definicio

Az R* (k € N) nyilt halmazaibél 4116 halmazrendszer ltal generélt o-algebrat
k-dimenzios Borel-mérhetd halmazok rendszerének nevezzik.

Bizonyithato, hogy minden Jordan-mérhet6 halmaz egyuttal Borel-mérhetd is,
viszont van olyan Borel-mérheto halmaz, amely nem Jordan-mérheto. A kovetkezok-
ben minden Borel-mérheté halmazhoz rendelni fogunk egy szamot, amelyet majd
ezen halmaz Lebesgue-mértékének fogunk nevezni. Ennek érdekében el6szor csak a
legegyszeriibb tipusi halmazhoz rendeljiink mértéket, a téglakhoz.

2.27. Definicid

Az I x- - - x I, alaka halmazokat k-dimenzios tégldknak nevezzik, ahol I, . . . | I}
korlatos intervallumok. Egy ilyen I; x --- x I tégla mértékén azt a hy --- hy
szorzatot értjik, melyben h; az I; korlatos intervallum hosszat jelenti.

Ezutén egy tetszoleges Borel-mérhet6 halmazhoz hasonléan fogunk szamot ren-
delni, mint ahogyan azt a Jordan-féle kiilsé mértéknél tettiik. A kiilonbség annyi
lesz, hogy itt a lefedéseket nem csak véges, hanem megszamlalhatéan végtelen sok
alakzat segitségével is megtehetjiik. Praktikussagi okokbol ezek a lefed alakzatok
most csak téglak lehetnek.

2.28. Definicid

Legyen A C R* (k € N) Borel-mérhetd, és tekintsiik annak a halmaznak az
infimumat, melynek elemei az A-t lefed6 megszamlalhatéan sok k-dimenzids
tégla mértékeinek Osszegeként allnak el6. Ezt az infimum értéket az A Lebesque-
mértékének nevezziik és \*(A) médon jeldljiik.

Bizonyithaté, hogy egy Jordan-mérheté halmaz Lebesgue-mértéke megegyezik a
Jordan-mértékével, tovabba, hogy a Borel-halmazokon értelmezett Lebesgue-mérték
o-additiv. Igy tehat, a Lebesgue-mérték alkalmas arra, hogy valészinfiségi mezét
konstrualjunk.

2.29. Definicid

Legyen © C R* olyan Borel-mérhetd halmaz, melynek Lebesgue-mértéke pozitiv
valos szam. Az F legyen az () 0sszes Borel-mérhet6 részhalmazainak a halmaza,
tovabba AE(A)
P: F—->R, P(A4)=—+.
(4) ()
Ekkor beldthatd, hogy az (€2, F, P) val6szintiségi mez6t alkot, melyet a tovab-
biakban k-dimenzios geometriai valosziniségi mezonek neveziink.
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Definicié szerint geometriai valdszintiségi mezében az esemény valdszintisége
aranyos a Lebesgue-mértékével. A kisérlet itt az {2 ponthalmaz egy pontjanak vé-
letlenszerli kivalasztasat jelenti, amelyeknek a valdszintisége nulla, hiszen a pont
Lebesgue-mértéke nulla. Ez is mutatja, hogy nem csak a lehetetlen esemény valdszi-
niisége lehet nulla.

2.30. Feladat (Bertrand-féle paradoxon). Egy kornek jeloljik ki véletlenszertien
egy hurjat. Mi a val6szintisége, hogy a hir hosszabb lesz, mint a koérbe irt szabélyos
haromszog oldala?

Megoldds. Az r sugarta kor kézéppontjanak és a hurnak a tavolsaga egyértelmiien
meghatdrozza a hir hosszat. Ha ez kisebb mint £, akkor a hur hosszabb lesz a
haromszog oldalandl. Ezért (r : 2) : r = § a valészintiség. (Lésd a bal oldali dbrat.)

Masképpen is megoldhatjuk a feladatot: Rogzitsitk a hir A végpontjat, a B
végpontot pedig véletlenszeriien valasszuk ki a koron. A kor harmadan AB nagyobb
a haromszog oldalanal. Ebbol kovetkezik, hogy % a valoszintiség. (Lasd a jobb oldali

abrét.)

>

>

A két megoldas végeredménye nem egyezik meg. Ennek az a magyarazata, hogy a
feladatban nem volt arrdl szo, hogy a hur kivalasztasa milyen modon térténjen. A
kétféle végeredmény azt mutatja, hogy mas-mas kivalasztasi eljaras soran mas és
mas lehet a valdszintliség is.

Két egydimenzios geometriai valdészintiségi mezobol képzett fliggetlen kisérletek
valoszinliségi mezoje kétdimenzids geometriai valdsziniiségi mezo.

2.32. Feladat. Egységnyi hosszisagu szakaszon véletlenszeriien kivalasztunk egy-
mastol fliggetlentl két pontot. Mi a valdszintisége, hogy a két pont tavolsaga kisebb
egy adott A < 1 hosszisagu szakasznal?

Megoldas. Tekintsiik az egyik végpontjat az egységnyi hosszisagu szakasznak. A
valasztott P illetve P, pontoknak ettdl a végponttol vald tavolsaga legyen x illetve
y. Ekkor z,y € [0, 1] teljesiil. Feltételezziik, hogy egyetlen pont kivalasztésa esetén
geometriai valdszintiségi mezordl van szo, igy a két kisérlet a 2.31. tétel értelmében,
egyszerre is leirhato egy kétdimenzids geometriai valoszintiségi mezoben, ahol €2 =
= [0,1] x [0, 1].
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. /y/:x—i-h:x

ht 7 /z/:x—h

h 1

Kérdés a B = {(z,y) € Q: |y — x| < h} esemény valdsziniisége. Az dbran lathatjuk
az ()-t, melyben a satirozott rész jeloli a B halmazt. Felirva a B és az () teriileteinek
a hanyadosét, azt kapjuk, hogy P(B) = 2h — h%.

2.33. Feladat (Buffon-féle tiiprobléma). Egy vizszintes siklapon parhuzamos egye-
neseket htuzunk egymastol 2 egységnyi tavolsagokra. Mi a valdszintisége, hogy egy
egységnyi hosszisagu tit rdejtve a sikra, az elmetszi valamelyik egyenest ?

Megoldas. Legyen y a tli kozéppontjanak a tavolsdga a hozza legkozelebb eso egye-
nestdl, z pedig a tii és az egyenes 4ltal bezart szog mértéke radidnban. Igy x € [0, g}
és y € [0,1]. Az el6z6 feladathoz hasonléan = és y kivilasztasa egy kétdimenzios
geometriai valosziniiségi mezd6ben is leirhatd, ahol €2 := {O, g} x [0, 1]. Mivel x szog-
nél pontosan y < %sinx teljestilése esetén metszi az egyenest a tii, ezért a kérdés
az A = {(z,y) € Q: y < ;sinz} esemény valdszintisége. Az dbrén ldthatjuk az
eseményteret, melyben a satirozott rész jeloli az A halmazt.

Yy

Y= %sinx

//////////
/////////////

//////////////////

— T
2
Az () teriilete 7, az A teriilete pedig
bl
J;sinxdx = ;[— cosac]og = ;,
0

ezért P(A) = 1.

2.34. Feladat. Egy szakaszon valasszunk ki egy pontot. A kapott két szakasz koziil
a hosszabbikon ismét valasszunk ki egy pontot. Adjunk meg egy olyan geometriai
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valoszinliségi mez6t, mely a két kivalasztast egyszerre irja le. Mi a valdszinilisége,
hogy a kapott harom szakaszbdl haromszog alkothatd?

Megoldas. Legyen a szakasz egységnyi hosszisagu. Az elsé pont kivalasztasa utan
kapott szakaszok koziil a hosszabbik hosszat jeloljiik x-szel. Ebbol a szakaszbol a
kovetkezd pont kivalasztasaval ismét két szakaszt kapunk. Célszertinek tiinik ezek
kozil megint a hosszabbiknak a hosszat eljelolni példaul y-nal. De ebben az esetben
nem kaphatunk geometriai valészintiségi mez6t, mert y hossza nem fiiggetlen x-
t6l. Igy nem alkalmazhatjuk a 2.32. feladat megolddsdnak a gondolatmenetét. A
helyes megoldasban az elobbi y-nal jelolt szakaszhosszt ugy kellene eljelolni, hogy
a paraméter mar fiiggetlen legyen z-t6l. Példaul ilyen lehetéség, hogy y ne magat
a szakaszhosszt jelentse, hanem a szakaszhossz és x ardanyat. Vagyis a masodiknak
valasztott hosszabb szakasz hossza legyen yz. Igy mér z,y € [0,5; 1]. Ebbdl a kérdéses
geometriai valészintiségi mez6ben 2 = [0,5; 1] x [0,5; 1].

//////

0,5 4------

Ebben az

A:{(:v,y)GQ:(1—$)+(x—yx)>yx}:{(x,y)EQ:y<2135}

esemény valdszinliségét kell meghatarozni, melyet a satirozott rész jelol. Az dbra
alapjan A tertlete

1
1

J 55 4w =025 = 0,5[Inz]§ 5 — 0,25 = 0,5In2 — 0,25,
l- I

0,5

tovabbéa Q teriilete 0,25. Igy P(A) = 2In2 — 1 ~ 0,386.



3. fejezet

Valoészintliségi valtozoé

Egy jatékban 10 forintot nyeriink, ha egy pénzérme a fej oldalara esik, ellenkezo
esetben pedig 5 forintot veszitiink. Ebben a kisérletben a biztos esemény ) =
= {fej,iras}. Az el6bbi jatékszabaly leirhaté egy olyan fliiggvénnyel, amely a fejhez
10-et rendel, mig az irashoz —5-6t. A tovabbiakban azokat a fliggvényeket, melyek az
2 elemeihez valos szamokat rendelnek — bizonyos feltétellel —, valdszintiségi valtozdénak
fogunk nevezni. A definici6 el6tt vezessiik be a kovetkezo jeloléseket :

3.1. Jelolés

Legyen Q2 nem ftires halmaz, £: 2 — R, x € R és

{{=12} ={w:weQE(w) =2z}

Hasonléan értelmezziik a {£ < z}, {£ > =}, {{ = n}, {€ < n} stb. halmazokat
is, ahol n: Q@ — R. Ha {¢ = z} (z € R) esemény az (2, F, P) valészintiségi
mez6ben, akkor annak valdszintiségét P({{ = z}) helyett P({ = x)-szel je-
16]jiik.! Hasonlbéan jarunk el a tobbi elébb emlitett halmaz valészintiségeinek
jeloléseinél is. A ¢ fiiggvény értékkészletét Re-vel fogjuk jelolni.

3.2. Definicié

Legyen (2, F, P) valoszintiségi mez6 és £: 2 — R. Ha {{ < z} € F minden
x € R esetén, akkor &-t valdsziniségi vdltozonak nevezzik.

A tovabbiakban, ha két vagy tobb valdszintiségi valtozordl beszéliink, akkor azokat
ugyanabban a valdszinliségi mezoben értelmezziik.

Legyenek & és n valészintiségi valtozok. Ekkor a {£ < z}, {£ = =}, {£ > =},
{z < & <y} és {& < n} halmazok események minden x,y € R esetén.

LA ¢ és n gorog betiik kiejtése: kszi illetve éta.

28
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Bizonyitds. A valbszintiségi valtozd definicidéja miatt {{ < z} € F. Ebbdl

{{ <z} = ﬁ{§<x+1}€f.
n=1 n
Igy
(=) —T<afn{é<a}eF. {¢>a)—[EZafer
tovabba

{z<&<yt={{>atn{{<yteF.
A {¢ < n} € F kimutatdsédhoz tekintsiink egy olyan (r,) szdmsorozatot, melynek

az

értékkészlete a racionalis szamok halmaza. Ilyen sorozat 1étezik, mert a racionalis
szamok halmazanak szamossaga megszamlalhatéan végtelen. A racionalis szamok
stirtin helyezkednek el a szamegyenesen, vagyis w € { < n} esetén létezik olyan

no € N, melyre {(w) < rp, < n(w) teljestl. Igy

w e <rpgf N{N >1ne} C Ej ({5 <rnfN{n> Tﬂ})v

n=1
melybdl
{E<nt= U({§<Tn}ﬂ{77>7“n}) e F.
n=1

Ha & és n valdszintiségi valtozok és ¢ € R, akkor a kévetkezo fiiggvények is

valszintiségi valtozdk: & + c; c; |€]; €25 2, ha {€ =0} =0; € —n; E+1; €

757
&, ha {n =0} =10

Bizonyitds. Az allitas a 3.3. tétel kévetkezménye az alabbiak miatt:
(D) {{+c<a}={¢ <z —c} € F minden z € R esetén.

{¢<z}, hac>o0,

{§>£}, ha ¢ < 0,

Q, hac=0és x>0,

0, hac=0¢és z <O0.

ha z <0,
—r<&<z}, haz>0.

0, ha = <0,
(4){§2<x}:{_\/§<§<\/§}’ ha z > 0.
{¢ <0}, ha x =0,
6) {t<a}={{¢>1}u{¢<0}, haw>0,
{t<g<o}, ha z < 0.
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6) {{—n<z}={{<n+2} € F minden z € R esetén.

(6)
(7) A (2) és (6) pontokbol kovetkezéen & +n = £ — (—n) valdsziniiségi valtozo.
(8) A korabbiak miatt {n = 7((5 +n)? — (£ —n)? ) val6szintiségi valtozo.

(9) A

9) Az (5) és (8) pontokbdl kovetkez&en 757 € - + val6szintiségi valtozo.

3.1. Gyakorisag és relativ gyakorisag

3.5. Definicio

Legyen adott egy (2, F, P) n kisérletbél all6 Bernoulli-féle valészin(iségi mezo,
A egy kisérletének eseménye, tovabba

1, ha w i-edik komponense eleme A-nak,

& Q=R &Gw) = {

0, ha w i-edik komponense eleme A-nak,

minden ¢ € {1,2,...,n} esetén és g, ;==& + &+ -+ - + &, Ekkor a g, illetve
a 2 val6szintiségi valtozokat? az A esemény gyakorisdgdnak illetve relativ
gyakorisaginak nevezzik.

n

A7 el6z8 definicié jeldléseit haszndlva P(g, = k) = (7)p*(1 — p)"~* minden
ke€{0,1,2,...,n} esetén, ahol p=P(& = 1).

Bizonyitdas. A {0, = k} esemény azt jelenti, hogy k-szor kovetkezett be az A esemény
és (n — k)-szor az A. Ez (Z) -féleképpen valésulhat meg. Mésrészt egy ilyen konkrét
esetnek a valosziniisége a fliggetlenség miatt pF(1—p)" % mert p = P(§ = 1) minden
i€{1,2,...,n} esetén. Igy a véges additivitasbél adédik az allités.

3.7. Megjegyzés. A 3.5. definiciéban az a feltétel, hogy w i-edik komponense eleme
A-nak, azt jelenti, hogy a kisérletsorozatban, az i-edik kisérletben az A esemény
kovetkezett be. Igy o, azt adja meg, hogy n darab kisérletben, hanyszor kovetkezett
be A. Ebbdl kovetkezik, hogy 2 a bevezetében elmondottak szerinti értelemben az
A esemény relativ gyakorisiaga.

Példaul az A halmaz reprezentalja azt az eseményt, hogy dobdkockaval 6-ost
dobunk. Ekkor P(A) = 2 és P(A) = . Dobjunk haromszor a dobokockdval. Az
eseménytér Q = {1,2,3,4,5,6}3. Legye

= U=

1, ha w i-edik komponense 6,

0, ha w i-edik komponense nem 6,

i Q= R, &(w) = {

/////

valéban valészintiségi valtozok.
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ahol i € {1,2,3}. Ez azt jelenti, hogy a &; értéke 1, ha az i-edik dobés a harombdl 6-os
volt, 0 pedig ha nem. Ekkor a g3 := & + &+ &3 azt az értéket adja meg, hogy a hdrom
dobdsbol hanyszor kaptunk 6-ost. Ez a gyakorisag. Igy a € a relativ gyakorisagot
adja meg. A 3.6. tétel szerint annak a valdszintisége, hogy harom kisérletb6l pontosan

egyszer dobunk 6-ost
3 1 /5\?
P(os=1) = = =) ~0,347.
(05 = 1) (1) o (5) ~o847

3.2. Eloszlas

3.8. Definicio

Egy valoszintiségi valtozét diszkrét valosziniiségi vdltozonak nevezzik, ha az
értékkészlete megszamlalhato szamossagu, azaz véges vagy megszamlalhatéan
végtelen.

3.9. Definicio

Ha ¢ diszkrét valészintiségi valtozo, akkor azt a fiiggvényt, amely minden
k € Re-hez hozzarendeli a P(§ = k) valdszintiséget, a £ eloszldsdnak nevezzik.

3.10. Tétel

Ha & diszkrét valészintiségi valtozo, akkor

Y P(E=k)=1
kJERg
Maésrészt, ha H C R megszamlalhaté szamossagu halmaz és p: H — [0, 1]
olyan fiiggvény, melyre
> p(k) =1

keH
teljesiil, akkor létezik olyan ¢ diszkrét valdszintiségi valtozo, hogy Re = H, és
minden k € R esetén P(§ = k) = p(k) teljestl.

.
Bizonyitas. (1) {€ =k} (k € Re) teljes eseményrendszer, ezért

ZP<5=k>=P(U{£=k}>=P<Q>=1.

k€R§ kGRg

(2) Legyen Q := H, F az ) hatvanyhalmaza és
P: F - R, P(A):=> pk).
kEA

Ekkor (2, F,P) val6szintiségi mez6, tovabbéd &: Q — R, (k) := k teljesiti a tétel
allitasait.
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3.11. Megjegyzés. Az eloszlas definici6ja korrekt, mert {{ = k} € F minden k € R
esetén a 3.3. tétel szerint, igy ezekhez a halmazokhoz lehet valoszintiséget rendelni.
A gyakorisag és a relativ gyakorisag diszkrét valoszintiségi valtozok. A 3.6. tételben
a gyakorisag eloszlasat hataroztuk meg, ezért a 3.10. tétel szerint (a binomialis tétellel
osszhangban)
> (Z)p’“(l -p)"t =1
k=0
Legyen 15 labda kozott 9 0j és 6 régi, melyekbdl harmat visszatevés nélkiil
kivalasztunk. A £ valdszintiségi valtozd értéke legyen a kihtizott 1j labdak szama.
Ekkor a £ eloszlasanak értékei:

3.3. Eloszlasfiiggvény

Mint azt kés6bb latni fogjuk, az eloszlas csak diszkrét esetben jellemzi megfelelGen a
valOsziniiségi valtozot. Altalanos esetben az tgynevezett eloszlasfiiggvény ad elegendd
informaciot.

3.12. Definicid

A € valoszintiségi valtozo eloszldsfiigguényének az
Fe:R—=R, Fe(z)=P¢<x)

fiiggvényt nevezziik.

3.13. Megjegyzés. A valoszintiségi valtozd definiciéja miatt minden valdsziniiségi
valtozonak létezik eloszlasfiiggvénye. Diszkrét esetben mégis az eloszlast hasznaljuk,
mert annak felirasa egyszertibb.

Diszkrét valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének az értékkészlete megszamlal-
hato. Példaul a 3.11. megjegyzésben definidlt diszkrét valoszinliségi valtozéd eloszlas-
fliggvénye

0, ha z <0,

20

T ha0 <z <1,
F{iR%R, Fs(l’): %, ha1<:c§2,

371

5 ha2 <z <3,

1, ha z > 3,

azaz az F¢ értékkészlete 5 elem.
Ha F¢ értékkészlete megszamlalhato, abbol még nem kévetkezik, hogy & diszkrét
valoszinliségi valtozo. Masrészt ekkor mindig van olyan n diszkrét valdszintiségi
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valtozd, melyre F, = F. Példaul legyen Q := [0,1] x [0, 1] és (2, F,P) geometriai
valoszinliségi mezo. Ekkor

0, hay<0,5,
£:Q—=R, &(r,y):=<x, hay=0,5,
1, hay > 0,5,
nem diszkrét valoszintiségi valtozo, masrészt
0, ha z <0,
FEZ R — R, Fg(l‘) = <0,5, ha 0 <z < 1,
1, ha x > 1,

vagyis Fe értékkészlete megszamlalhato. Az allitds mdésik felének a bizonyitdsat az
olvaséra bizzuk.

3.14. Lemma. Legyen F': R — R monoton névekvd figgvény, a € RU {—o0, 00}
és b € R. Ha valamely (x,): N — R szigorian monoton novekvd (illetve csokkend)
a-hoz konvergadlo sorozat esetén teljestil, hogy

lim F(z,) = b, (3.1)
akkor
x1—1>1¢’1I10 F(z) = b (illetve wllnrlr}ro F(z) =0).
Ha a = oo, akkor x — a — 0 az x — oo hatdrdtmenetet jelenti, illetve a = —o0

esetben az v — a+ 0 az x — —o0 hatdardtmenetet jelenti.

Bizonyitds. Legyen (y,) tetszéleges a-hoz konvergdld sorozat, melyre y, < a teljestil
minden n € N esetén. Ekkor azt kell megmutatni, hogy lim F° (yn) = b. A (3.1) miatt

e > 0 esetén létezik olyan N(e) € N, hogy barmely n > N(¢) vélasztéssal
|F(z,) — b| <e. (3.2)

Masrészt ko := N(g) + 1 jeloléssel az xy,-hoz 1étezik M(e) € N, hogy minden m >
> M(e) esetén xy, < Y, tovabbd ilyen m-ekhez létezik k,, € N, hogy y,, < xy,,
Az (x,) monoton névekedése miatt ky < k,,. Az eddigiek alapjan xy, < ym < Tg,,,
vagyis az F' monoton névekedése miatt

Fary) < Fym) < F(a,,). (3-3)
Mivel N(g) < ko < kp, ezért (3.2) miatt b — e < F(xy,) és F(xy, ) < b+e. Igy (3.3)

alapjan minden m > M (e) esetén teljesil, hogy |F(y,,) — b| < . Ebbél kévetkezik
az allitas.
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3.15. Tétel

Legyen £ valoszintiségi valtozo. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:
(F1) F¢ monoton névekvo,

(F2) lim F¢(z) =1,

T—00

(F3) lim Fe(z) =0,

T—r—00

(F4) F¢ minden pontban balrdl folytonos.

\

Bizonyitds. (1) Legyen z1 < zo. Ha Ay = {£ < 21} és Ay = {£ < x5}, akkor
Ay C Aj teljesiil, amibél P(A;) < P(Ay). Mivel P(4;) = P(§ < 1) = Fe(xy) és
P(As) = P(§ < x3) = Fe(xy), ezért Fe(xq) < Fe(xo).

(2) Legyen (x,) szigorian monoton névekvé oo-be divergald sorozat és

A = {€ <z},

ahol n € N. Ekkor A,, C A, 11 minden n € N esetén, tovabba

A, = Q.

fat

Igy a valészintiség folytonossaga miatt

lim Fe(x,) = lim P(4,)=1.

n—oo n—o0
Ebbdl az el6z6 pont és a 3.14. lemma alapjan kapjuk az allitast.

(3) Legyen (x,) szigorian monoton csokkené —oo-be divergald sorozat és

Ap ={¢ < z,},

ahol n € N. Igy 4,, O A, 11 teljesiil minden n € N esetén. Tegytik fel, hogy

() A A0
n=1

Ekkor létezik w € 2, melyre w € A,, teljesiil minden n € N esetén. Masrészt 1étezik
olyan m € N, hogy x,, < &(w), hiszen (x,,) sorozat alulrél nem korlétos. Igy viszont
w ¢ A, ami ellentmondas. Tehét

A A, = 0.
n=1

Igy a valészintiség folytonossaga miatt

lim Fe(zy) = lim P(A,) =0.

n—oo
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Innen a 3.14. lemma alapjan kovetkezik az allitas.

(4) Legyen a € R tetszoleges, az (x,) sorozat szigortian monoton névekvo, és konver-
galjon a-hoz. Az A, (n € N) események jeloljék a {{ < x,} halmazokat, tovibbé az
A legyen a {& < a} esemény. Ekkor A,, C A, 11 minden n € N esetén, tovabba

Igy a valdszintiség folytonossaga miatt

lim Fe(z,) = Jim P(A,) = P(A) = F¢(a).

n—o0

Ebbdl a 3.14. lemma alapjan addédik a tétel.

Ha az F: R — R fiiggvényre teljesiilnek az (F1)—(F4) tulajdonsdgok, akkor
van olyan valészintiiségi valtozo, melynek eloszlasfiiggvénye F'.

Bizonyitds. Legyen (Q, F,P) egy geometriai val6sziniiségi mez6, ahol = (0,1),
tovabba legyen
{F<w}={yeR:Fly) <w}, weq.

Bebizonyitjuk, hogy ez nem fires és feliilrol korlatos halmaz minden w € €2 esetén.
Tegyiik fel, hogy valamely w € Q esetén {F < w} = ). Ez azt jelenti, hogy minden
y € R esetén F(y) > w. Ebbél

Jim Fly) 2w >0,
ami ellentmond (F3)-nak. Tehat minden w € Q) esetén {F < w} # (). Most tegytik
fel, hogy létezik olyan w € €, melyre {F < w} feliilr6l nem korlétos. Ez azt jelenti,
hogy minden y € R esetén létezik olyan yy € {F < w}, melyre y < y, teljesiil. Ebbél
F monoton novekedése miatt kovetkezik, hogy F'(y) < F(yo) < w, tehat

Jim Fy) <w <1,
ami (F2) miatt ellentmondés. Tehat valéban minden w € €2 esetén {F < w} nem

iires 6s feliilr8l korldtos halmaz. Igy sup{F < w} € R minden w € Q esetén. Tehat
definidlhatunk egy ¢ fiiggvényt a kévetkezoképpen:

£:Q =R, {(w):=sup{F <w}.

Megmutatjuk, hogy ekkor & valésziniiségi valtozé és Fy = F. Ennek érdekében
belatjuk, hogy minden x € R esetén

{¢ <z} C(0,F(x)] (3.4)
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és

(0,F(z)) Cc {¢ <z} (3.5)
teljesiil. El6szor tegytik fel, hogy w € {{ < z}. Ez azt jelenti, hogy {(w) < =,
ahol w € Q. Ebbdl kévetkezben = ¢ {F < w}, vagyis F(z) > w > 0, amibdl (3.4)
teljestil. Tegyiik fel, hogy (3.5) nem igaz, vagyis valamely x € R esetén (0, F'(x)) nem
részhalmaza { < z}-nek. Emiatt 1étezik w € (0, F'(x)), melyre {(w) > x teljesiil.
Ekkor (F1) és (F4) miatt

P(z) < F(Ew)) = lim F(y). (3.6)

y—&(w)—0

Legyen y < &(w) tetsz6leges. Ekkor 1étezik yo € {F < w} ugy, hogy y < yo. Ezt és
az F monotonitasat felhasznalva F(y) < F(yy) < w, melybél

lim F < w.
y—E(w)—0 ) <

Ebbél és (3.6) miatt kapjuk, hogy F(z) < w, ami ellentmond annak, hogy w €
€ (0, F(z)). Ezzel (3.5) is bizonyitott. A (3.4) és (3.5) relaciék miatt

{¢ <z} =(0,F(z)) vagy {&<a}=(0,F(z)

teljestil minden x € R esetén. Ebbdl kovetkezik egyrészt, hogy {£ < x} € F minden
x € R esetén, vagyis £ valoszintiségi valtoz6, mésrészt Fe(x) = P(§ < x) = F(x).

Ha ¢ egy valoszintiségi valtozo és a < b tetszoleges valos szamok, akkor

P(a < & <b) = Fe(b) - Fe(a).

Bizonyitds. A = {¢ < a} és B := {£ < b} jelolésekkel P(B\ A) = P(B) — P(A)

teljesiil, ami az allitast bizonyitja.

3.18. Tétel

Ha & valdszinliségi valtozo és a € R, akkor F¢-nek létezik a-ban a jobb oldali
hatarértéke, és

lim Fe(z) =P =a)+ Fe(a).

z—a+0

Bizonyitas. Legyen (z,,) egy szigortian monoton csokkend a-hoz konvergdl6 sorozat.
Ekkor a 3.17. tétel alapjan minden n € N esetén

Pla < &< a,) = Fe(a,) - Fela).

Mivel A, :={a <& < x,} jeloléssel A, D A, ;1 minden n € N esetén, tovabba

aAﬂ:&:ah
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ezért a valdszinliség folytonossaga miatt

n—oo

Ebbol a 3.14. lemma alapjan kapjuk a tételt.

3.19. Kovetkezmény

A ¢ valészintiségi valtozo Fy eloszlasfiggvénye akkor és csak akkor folytonos
a € R-ben, ha P(§ = a) = 0. Emiatt, ha az F¢ mindentitt folytonos, akkor
a,b € R, a < b esetén

Fe(b)—Fe(a) =Pla<&<b)=Pla<é<b)=Pla<{<b) =Pla<E<D).

\_

3.4. Sturtliségftiiggvény

A slirliség fogalmaval mar a kozépiskolaban is talalkoztunk. Példaul a tomegsiiriiséggel.
Ez egy homogén anyag esetében az egységnyi térfogatra jutd tomeget jelenti, ami
egyetlen szamadat. Inhomogén testnél mar nem ilyen egyszerli a helyzet. Ebben az
esetben pontrél-pontra valtozhat ez az érték. Igy ekkor stirfiségfiiggvényrdl beszélink.
A valészintiségszamitasban a slriség egy valdsziniiségi valtozora fog vonatkozni,
pontosabban arra, hogy mekkora valoszintiséggel vesz fel egy egységnyi intervallumbeli
értéket. Nem konstans valoszinliségi valtozoé esetén, hasonléan a tomegstiriiséghez,
itt is egy fliggvényt kapunk. Ennek meghatarozasa érdekében vizsgaljuk meg, hogy &
mekkora valészintiséggel lehet egy [z, z + €) intervallumban, ahol z € R és e > 0:

P(l’ S f < ZL‘—|—5) = F£<CL’+€> —Fg(l,’).

Ez az érték az adott € hosszisagu intervallumra jutd valdszintiség. Ebbdl erre az
intervallumra vonatkozo atlagsiirtiséget gy kapjuk meg, ha elosztjuk az intervallum
hosszaval. Ha e értékét ezutan egyre kisebbre valasztjuk meg, akkor egyre jobban
megkozelitjiik az  pontra vonatkozo stirliséget. Tehat a stirtiségfiiggvény az x pontban

L Flote) - F()
e—0

= Fi(x),

azaz az eloszlasfiiggvény derivéltfiiggvénye. Ehhez azonban az kell, hogy F¢ differen-
cialhato legyen. De ha a siirtiségfiiggvényt nem az eloszlasfiiggvény derivaltjaként,
hanem egy olyan fiiggvényként definidlnank, amelynek integralja az eloszlasfiiggvény,
akkor mar egy altalanosabb fogalomhoz juthatunk.
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3.20. Definicid

A £ valdszinliségi valtozot abszolut folytonosnak nevezzik, ha létezik olyan
fe: R — [0, 00) fiiggvény, melyre

T

Feo) = | fpa

— 00

teljestil minden = € R esetén. Ekkor fe-t a & sdriségfiggvényének nevezzik.

3.21. Feladat. Legyen Q := [0,1] és (2, F, P) geometriai valdszintiségi mezé, tovabba
&: Q= R, £(x) := x. Bizonyitsuk be, hogy £ abszolt folytonos valészin(iségi valtozd!

Megoldas. A & definicié szerint valdszintiségi valtozo, tovabba

0, haz <0,
Fe:R— R, Fegzx)=1<z, haO<z<l,
1, haz>1.

Legyen
1, hal<zx<l,

‘R—=R =
Je o Jel@) {0 kiilonben.

Ekkor fe a ¢ slirliségfliggvénye, hiszen nemnegativ fliggvény és minden = € R esetén
Fe(x) = [ fe(t)dt.

3.22. Megjegyzés. Ha & abszolut folytonos valdszintliségi valtozo stirtiségfiiggvénye fe,
akkor példaul a

fe(x), ha x # 0,

g9: R =R, g(x):{fg(o)ﬂ, ha z = 0

fliggvény is strtségfiiggvénye £-nek. Ebbol kovetkezben &-nek végtelen sok stiri-
ségfiiggvénye van. Bizonyithatd, hogy ezek a fiiggvények csak egy Lebesgue-szerint
nullmértékit halmazon kilénboznek egymastol, azaz majdnem mindenitt megegyez-
nek.

A Riemann-integralhatosagra vonatkozé Lebesgue-kritérium szerint a stiriiség-
fliggvény majdnem mindeniitt folytonos.

3.23. Tétel

Ha & abszolit folytonos valdszintiségi valtozo, a,b € R és a < b, akkor

Pla<¢<b) = Jfg(x) dz.
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Bizonyitdas. A 3.17. tétel és fe definicidja alapjan

Pa< <) = Flb) - Fla) = | felw)do— | fitw)do = [ felo) do

Ha a & valdszintiségi valtozo abszolit folytonos, akkor az eloszlasfiiggvénye

folytonos és majdnem mindeniitt differencialhaté — ahol a stirtiségfiiggvény
folytonos —, tovabbd a differencidlhaté pontokban F{(z) = fe(w).

Bizonyitds. Legyen xy € R és (z,): N — R szigortian monoton csékkend xo-hoz
konvergald sorozat. Ekkor

In

(an): N>R, a,:= Jfg(t) dt

Zo

monoton csokkend alulrdl korldtos valds szamsorozat. Ebbél (a,) konvergens. Igy

Tn

lim, | Fe(w) = Fe(wo) = lim (Felon) = Fe(wo)) = lim j fe(t)dt =

z—x0+0
xo
In

= lim lim J fe(t)dt = lim lim (a,, — apim) = 0.

n—o0 m—oo n—oo m—oo

Tn+4+m

Tehat F¢ jobbrdl folytonos, melybdl (F4) alapjan kévetkezik Fe folytonossiga.

Ha az f¢ folytonos az xy € R pontban, akkor adott € > 0 esetén létezik olyan
9 > 0, hogy minden x € R, |z — x| < § esetén |fe(z) — fe(xo)| < € teljestl. Ezért
minden z € R, |z — x| < 0 esetén

Fe(z) = Fe(wo)

— fe(2o)

1 x
= | [ #eydt  sian)| -

T

o [ () setaw)) ] <

r — X
T0

elz — x| = ¢,
|z — x0]

fgy az Iy eloszlasfiiggvény wo-ban differencidlhaté és F(zg) = fe(wo).

A kovetkezo tétel az integréal intervallum feletti additivitasabol és a Newton —
Leibniz-tételbdl kovetkezik.
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3.25. Tétel

Legyen ¢ valoszintiségi valtozo. Ha Fy folytonos R-en és véges sok ponttol
eltekintve mindenhol differencialhaté, akkor & abszolit folytonos és

fe(x) = Fe(x)

L minden olyan = esetén, ahol F differencidlhato.
3.26. Megjegyzés. A 3.24. tétel értelmében, ha F; nem folytonos, akkor £ nem abszoltt
folytonos. Igy ha & diszkrét valoszintiségi valtozé, akkor nem létezik sfirtiségfiggvénye,
azaz nem abszolut folytonos. Ha £ abszolut folytonos, akkor az F¢ folytonossaga
miatt az F¢ értékkészlete nem megszamlalhato, tehat nem diszkrét.

Létezik olyan & valdszintiségi valtozo, amely nem abszolut folytonos és nem is
diszkrét. Példaul legyen

0, haz<0,
F:R—=R, F(zr):=<x, ha0<z<0,5,
1, haax>0,5.

Ekkor F-re teljestilnek az (F1)—(F4) tulajdonségok, igy a 3.16. tétel alapjan létezik
olyan ¢ valoszintiségi valtozo, melynek eloszlasfiiggvénye F'. Mivel F' értékkészlete
nem megszamlalhaté, ezért a 3.13. megjegyzés alapjan £ nem lehet diszkrét. Mésrészt
F az x = 0,5 pontban nem folytonos, tehat a 3.24. tétel miatt £ abszolat folytonos
sem lehet.

Abszoluat folytonos & valoszinliségi valtozo esetén a 3.24. tétel és a 3.19. kovet-
kezmény miatt P(¢ = ) = 0 minden z € R-re. Igy mindegy, hogy frunk-e vagy sem
egyenldséget a 3.23. tételben P(a < £ < b)-ben.

3.27. Tétel

Ha & abszolut folytonos valészintiségi valtozo, akkor
J fe(x)dr = 1.
\ —0o0
o] t
Bizonyitds. J fe(x)dr = Jim J fe(x)dr = Jim Fe(t) = 1.

3.28. Megjegyzés. A 3.24. tétel megforditasa nem igaz. Azaz, ha egy £ valészintiségi
valtoz6 Fy eloszlasfiiggvénye folytonos, akkor még nem biztos, hogy & abszolut
folytonos. (Az F¢ differencialhatésagat majdnem mindentitt azért nem tettiik fel kiilon,
mert ez mar kovetkezik az F¢ folytonossaghol és monoton névekedésébél.) Ugyanis van
olyan folytonos eloszlasfiiggvény, melynek a derivaltja majdnem mindeniitt nulla. Igy
ebben az esetben, ha feltessziik, hogy ez egy abszolit folytonos valdszintiségi valtozd
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eloszlasfiggvénye, akkor azt kapnank a 3.24. tétel miatt, hogy a stirtiségfiiggvénye
majdnem mindeniitt nulla, ami ellentmond a 3.27. tételnek.

3.29. Tétel

Ha f: R — [0, 00) fiiggvény esetén

o0

| #@yae =1,

—00

akkor létezik olyan & abszolit folytonos valdszintiségi valtozd, melynek stiri-
ségfiggvénye f.
\_

Bizonyitds. A strtiségfiggvény definicija és a 3.16. tétel miatt elég azt bizonyitani,
hogy az

F:RSR, Flz) = J F(8) dt
figgvényre teljestilnek az (F1)—(F4) tulajdonsagok. A definicié korrekt, ugyanis f
integralhatd R-en, ezért barmely részintervalluman is integralhaté. Igy F' minden
x-re értelmezett.

(1) Legyen x1 < w5 valés szamok. Az f nemnegativ, tehat

Pl = | sa< | foaes [ rade= | o d = F),
ami azt jelenti, hogy F' monoton novekvo.
(2) lim F(z) = lim J F(t)dt = J Ft)dt = 1.

(3) Legyen (xz,) szigorian monoton csokken6 —oo-be divergalé sorozat. Ekkor az f
nemnegativitdsa miatt

J F(t) dt
monoton csokkend, alulrél korlatos sorozat, melynek 0 alsé korlatja. Ezért 1étezik az

Tn

a:= lim Jf(t)dtZO

n—oo

—00

hatarérték. Tegytik fel, hogy a > 0. Mivel

Tn Tn

o< J F(#)dt = Tim Jf(t)dt,

m— 00

—00 —m
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ezért minden n € N esetén létezik N(n) € N, hogy
< J £(2) dt.

—N(n)

a
2

Az (z,) tulajdonsigai miatt 1étezik egy olyan (n,,): N — N szigortian monoton
névekvé sorozat, melyre x, , , < —N(ny,) teljesiil minden m € N esetén. Igy

Tnq Tng Tny, Tng 00
k%g Jf(t)dt+ J f)dt+---+ J ft)dt < If(t)dtg Jf(t)dt:l,
—N(n1) —N(n2) —N(ng) —N(ny) —o©

azaz k < % teljestil minden k£ € N esetén, ami ellentmondas, igy
lim F(z,)=0.
n—0o0
Mivel az F' monoton névekvé, ezért a 3.14. lemma miatt lim F(z) = 0.
T——00

(4) Végil a 3.24. tételhez hasonléan bizonyithaté, hogy F' folytonos.

3.30. Feladat. Legyen f: R — R, f(z) := . Milyen a € R esetén létezik abszolut

folytonos & valészintiségi valtozo, melynek f a stirtiségfiiggvénye? Hatarozzuk meg &
eloszlasfiiggvényét !

Megoldas. A 3.29. tétel alapjan

[ee] (e}

a a
J x2+4dx_§ J

—00 —0o0

o0 am

N | =

————dr = a{arctgx
() 27

melybdl a = % teljesiil. Ekkor f nem negativ, ezért ilyen a érték mellett f stirtiség-

fiiggvény. Igy létezik egy olyan & valészintiségi valtozo, melynek
2
R — R, r)=——-
/ /(@) (2?2 +4)
a strtségfiiggvénye. Az ehhez tartozo eloszlasfiiggvény definici6 szerint

( 1 1L 1 R CIE | r 1

Fe(z) = A dt = — thz[ t} ~ Zarcte S 4 =

(@ = | £ Wj(t)QH orctg 5] = onctg S+ 3
2

3.31. Megjegyzés. Létezik nem korlatos stirtiségfiiggvény is. Példaul legyen

—0o0 — 00

1
—=, halO<uz<l,
JiR=R, fo)=2"

0, kiilonben.

Ekkor f a 3.29. tételbol kovetkezben striiségfiiggvény, masrészt nem korlatos. A
bizonyitast az olvasora bizzuk. Lassuk be azt is, hogy ez nem maéas, mint a ké-
s6ébbiekben targyalt [0,1]-en egyenletes eloszlast valdsziniiségi valtozo négyzetének

stirtiségfiiggvénye.
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3.32. Tétel

Legyen & abszolit folytonos valészintiségi valtozo. Ekkor €2 is abszolit folytonos,
tovabba

2 (F: (V) + f(—va)), haz>0,

0, ha z < 0.

fe:R—=R, folz)= {

\_
Bizonyitas. Ha x > 0, akkor

Fe(z) =P(& <1) =P(—Va < < Vi) = Fe(Va) — Fe(—Vx),

maﬂsréjzt ; i
J21t<f5<\/g) + f5<_\/g)> dt = J (f{(u) + f&(—U)> du = J fe(u) du+
0 . . _\/EO )

Az integralasban az u = v/t és y = —v helyettesitéseket alkalmaztuk. Tehat

ha z > 0. Ugyanez trividlisan teljesiil, ha z < 0.

3.33. Tétel

Legyen ¢ abszolut folytonos valésziniiségi valtozé. Ekkor €] is abszolut folyto-
nos, tovabba

fe(x) + fe(—x), haz >0,

T K= R, f'5'(x):{0 ha z < 0.

\_
Bizonyitds. Ha x > 0, akkor

Fe(xz) =P(l§] <z) =P(—z <{ <) = Fe(x) — Fe(—x),

masrészt

I(fs(t) + fg(—t)) dt = Ifg(t) dt + ng(—u) du = J:{fg(t) dt — Tfs(v) dv —
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— Fy(a) - Fi(0) — (Fe(-2) = Fe(0)) = Fela) — Fy(a).

Az integréldsban a v = —u helyettesitést alkalmaztuk. Igy

T

Aa(o) = | s at,

—00
ha x > 0. Ugyanez trividlisan teljesiil, ha = < 0, tehat igaz a tétel.

3.34. Feladat. A 3.30. feladatban definidlt ¢ esetén hatérozzuk meg &% és [¢|
strtiségfiiggvényeit !

Megoldas. Mivel

2\1/§<fs(\/5) +he(~vE)) = Wﬁfm
ezért
fe:R=R, folr) = {S’ﬁ?ﬁw Ez z z 8’
Masrészt 4
fe(z) + fe(—x) = @)
18y

m(z244)’

0, ha z <0.

_4 _ph 0,
S R =R, f|£(%’)={ nre



4. fejezet

Kétdimenzios eloszlasok

A gyakorlatban sok olyan eset van, amikor két valdszintiségi valtozd egyiittes viselke-
dését kell vizsgalni. Azonban a valdszinliségi valtozok kiilon-kiilon vett eloszlasa ezt
nem hatarozza meg. Ezért vezetjiikk be a kovetkezo fogalmakat.

4.1. Definicio

Legyenek & és n valdszintliségi valtozok. Ekkor a (£,n) rendezett elempért
valosziniségi vektorvdltozonak nevezzik.

4.1. Egyiittes eloszlas

4.2. Definicid

Legyenek & és n diszkrét valoszintiségi valtozok. Ezek egyiittes eloszlasan azt a
fuggvényt értjitk, amely minden (k,1) € R x R, elemhez hozzarendeli a

P =kn=1):=P{{=ktn{n=1})

valészintiséget.

A kovetkez6 tétel a 3.10. tételhez hasonléan bizonyithato.
4.3. Tétel

A £ és n diszkrét valosziniiségi valtozok egyiittes eloszlasara teljesiil, hogy

> Y PE=kn=10)=1

kERe IER,

Masrészt, ha Hy, H, C R megszamlalhaté szamossagi halmazok és p: Hy X
x Hy — [0, 1] olyan fiiggvény, melyre

Z Zp(k‘,l):l

k€H; leH>

45
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teljestil, akkor 1étezik olyan valoszintiségi mez6 és azon & és n diszkrét valdszinii-
ségi valtozok, melyekre Re = Hy és R,, = H,, tovabba minden (k,[) € Hy x Hy
esetén P(¢ = k,n=1) = p(k,1).

4.4. Definicio

Legyenek & és n diszkrét valoszintiségi valtozok. Ekkor a & és n eloszlasait a

(&,m) valdszintiségi vektorvaltozd peremeloszldsainak nevezzik.

Amint lattuk, a peremeloszlasokbdl nem tudunk kovetkeztetni az egytittes elosz-
lasra. Viszont forditva mar igen, azaz az egyiittes eloszlas meghatarozza a peremel-
oszlasokat. Errdl szol a kovetkezo tétel.

4.5. Tétel

Legyenek & és n diszkrét val6szintiségi valtozok. Ekkor a (€, 1) peremeloszldsaira

P(=k)=)> PE=kn=1) é Pn=I0)=> PE=kn=I)

leRn kERg

teljesill minden k € R¢ és | € R, esetén.

\

Bizonyitds. A valészinfiség additivitasa és Ujep, {n =} = 2 miatt

ZP(é“:kxn:l):P(U({fzk}m{n:z})) —

IER, lER,

:P({fzk}m(U{nZZ})) —P(e= k),

lERn

Az allitas masik fele hasonléan bizonyithato.

4.2. Egyiittes eloszlasfiiggvény

A € és n valdszintiségi valtozok egyiittes eloszlasfiigguényén az

Fep: R? - R, Fep(z,y) =P <z,n<y) =P{{<z}n{n<y})

figgvényt értjitk. Az Fy és F, fliggvényeket a (£, n) valészintiségi vektorvaltozo
perem-eloszldsfiigguényeinek nevezzik.
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4.7. Tétel

Az F,: R? — R egylittes eloszlasfiiggvényre teljesiilnek a kovetkez6 tulajdon-
sagok:

(1) Fe, mindkét valtozdjaban monoton névekeds,

(2) Jim Fep(z,y) =1,

yHOO
(3) xgglm F(z,y) =0, ygl_noo Fep(z,y) =0

(4) F¢, mindkét valtozéjaban balrdl folytonos,

(5) Fﬁ,n(bh bg) — Fgm(bl, CLQ) — Fg’n(al, bg) aF Fgm(al, ag) Z 0 minden a; < bl,
as < by valés szamok esetén.

\_

Bizonyitds. Az (1)—(4) tulajdonsagok kovetkeznek a 3.15. tételbél. Az (5)-hoz azt
fogjuk megmutatni, hogy

Fe(b1,b2) — Fe (b, a2) — Fep(ar, ba) + Fey(ar, az) =
:P(Cbl §§<b1,a2 §n<b2), (41)

ami nem lehet negativ. A bizonyitashoz definidljuk az

={ <bi}n{n < b},
={{ <bitN{n < as},
={{ <ar}N{n <bo},
={¢ <ar}N{n <as},
={ag <E< b} N{ay <n<by}

T QW=

halmazokat. Ekkor A = FUBU(C'\ D), mely diszjunkt felbontas, igy D C C' alapjan
P(A)=P(E)+P(B)+P(C\D)=P(E)+P(B)+P(C)—-P(D)

kovetkezik, ami ekvivalens a (4.1) allitassal.

Az el6z6 tétel megforditdsa is igaz. Azaz, ha az F: R? — R fiiggvényre

teljesiiljenek az (1)—(5) tulajdonsdgok, akkor vannak olyan & és n valésziniiségi
valtozok, melyeknek az egytttes eloszlasfiiggvénye F'.
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4.9. Tétel

Legyen (§,n) egy valoszin(iségi vektorvaltozd. Ekkor a perem-eloszlasfiiggvé-
nyekre fennallnak az

F§<x) = ylggo F§777<m7y) és Fn<y) = xlggo Ff,n<x>y)

Osszefiiggések minden z,y € R esetén.

Bizonyitds. Legyen (y,): N — R egy oo-be divergald szigortian monoton novekvé
sorozat, tovabba

A, ={E<zn{n <y}

oo
minden n € N esetén. Ekkor | A, = {£ < 2} és a valdsziniiség folytonossdga miatt
n=1

n—00
n=1

lim P(A4,) = P(f] (e <a}n{n< yn}>) — P(¢ < 2) = Fi(a).

Ebbol a 3.14. lemma alapjan kapjuk az allitas elsé felét. A masik allitas hasonldéan
bizonyithaté.

4.3. Egyiittes stlirtiségfiiggvény

A (&, n) valbszintiségi vektorvaltozodt abszolit folytonosnak, illetve a &, n val6szi-
nliségi valtozok egytittes eloszlasat abszolit folytonosnak nevezziik, ha létezik
olyan f¢,: R? — R nemnegativ fiiggvény, melyre

z oy
Fey(z,y) = J J fen(u,v)dvdu

teljesiil minden x,y € R esetén. Ekkor az f¢, fiiggvényt a (£,n) valbszintiségi
vektorvaltozd siriségfigguényének, illetve a &, n valészinliségi valtozok egyiittes
stiriségfiggvényének nevezzik. Az f, és f, fiiggvényeket a (£, n) valosziniiségi
vektorvaltozd perem-siiriségfiigguényeinek nevezziik.

Legyen (&, n) abszolut folytonos valészintiségi vektorvaltozé. Ekkor a £ és n
valoszintiségi valtozé is abszolut folytonos, vagyis 1éteznek a perem-siirtiség-
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fiiggvények, tovabba

fele) = J Bl & )= J {0

minden z,y € R esetén.

Bizonyitds. A 4.9. tétel miatt

xz Y xz o0

Fe(z) = lim Fg,(x,y) = lim J J fen(u,v)dvdu = J J fen(u,v)dv | du,

Y—0o0 Yy—00

—00 —00 —00 — 00

ami a ¢ strlségfiiggvényének definicidja szerint az allitassal ekvivalens. A masik
allitas hasonléan bizonyithatoé.

4.12. Tétel

Az fe,: R? = R egyiittes siiriségfiiggvényre teljesiil, hogy

J J fen(@,y) dedy = 1.
\_ —00 —00
Bizonyitds. A 4.11. tételbol
J J fen(@,y)dady = J fe(z)do = 1.

Az el6z6 tétel megforditasa is igaz.

4.13. Tétel

Ha az f: R? — R nemnegativ fiiggvényre

(e oo o}

| | r@aeay=1

—00 —O0

teljestil, akkor 1éteznek olyan & és n valdszintiségi valtozok, melyeknek az
egylittes strlségfiiggvénye f.

A 4.11. tétel megforditasa nem igaz. Vagyis két abszolit folytonos valdszintiségi
valtozonak nem mindig van egyiittes stirtiségfliggvénye. Példaul amikor ¢ = n. Ugyanis
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tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz 1étezik fe¢. Ekkor F¢¢(z,z) = F¢(z) miatt

T ng,g(u,v) dvdu = ng(u) du

minden z € R esetén. Ebbdl kovetkezik, hogy

T

| feetwvyao = e

—00

minden x € R és majdnem minden wu-ra. De ez csak Ugy lehetséges, ha fe¢(u,v) =0
majdnem minden u-ra és v-re, ami ellentmond a 4.12. tételnek.

4.4. Valészintliségi valtozok fiiggetlensége

4.14. Definicio

A &1, &, ..., &, valdszinliségi valtozokat fiiggetleneknek nevezziik, ha minden
1, %9, ..., T, € R esetén

P(kél{gk < :ck}> = ﬁ P&, < )

k=1

teljesiil. A &1, &, .. ., &, valoszintiségi valtozok pdaronként fiiggetlenek, ha kozilik
barmely ketto fiiggetlen. Végtelen sok valoszinliségi valtozot fiiggetleneknek
nevezzik, ha barmely véges részrendszere fiiggetlen.

\

4.15. Lemma. Ha & és n figgetlen valosziniségi vdltozok, akkor minden a < b és
c < d valos szamok esetén

Pla<¢<b)Plc<n<d)=Pla<{<bc<n<d).

Bizonyitds. Legyen A := {{ < a}, B:={{ <b}, C:={n<c}és D :={n < d}.
Ekkor A C B, C C D, a fiiggetlenség és (4.1) miatt
Pla<¢<b)Plc<n<d)=PB\A)PD\C) =
= (P(B) = P(4)) (P(D) = P(C)) = P(B) P(D) = P(B) P(C)-
—P(A)P(D) + P(A) P(C) = Fey(b, d) = Fey(b; ) = Fey(a, d)+
+ Fep(a,c) =Pla <& <be<n<d).
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4.16. Tétel

A £ és n diszkrét valdszintiségi valtozok pontosan akkor fliggetlenek, ha

P(¢ = kn=1)=P(E=k)P(y=1) (4.2)

teljestil minden & € R¢ és | € R, esetén.

\_
Bizonyitas. (1) Eloszor tegyiik fel, hogy & és n figgetlenek, tovabba k € Re és | € R,,.
Ekkor Ay, == {k < { <k+ 1} é B, ={l<n<l+1}(neN) jelléssel a
valészintiség folytonossaga miatt

P(f = k) = P(ﬁ Ak,n) = nlggoP(Ak,n)

n=1

és

Pl =1) = P( ) Bua) = Jim P(BL)
n=1

Ezt, a 4.15. lemmat és a valdszintiség folytonossagat felhasznalva kapjuk, hogy

= P(ﬁ (Agn N Blm)) —PE=kn=1).

n=1
(2) Most tegytik fel, hogy (4.2) igaz minden k € R és | € R, esetén. Legyen z,y € R,
A={keRs:k<uz}és B:={leR,:1l<y}. Ekkor

P(§<x,n<y)=P(U{§=k},U{n:z}) -

keA leB
=2 > Pl=kn=0=> > PE=kPh=1)=
keAleB keAleB

:P(U{g:k}) P(U{nzl}) =P <z)P(n<y),
keA leB

azaz & és n figgetlenek.

Legyen (&, 7) egy abszolut folytonos valészintiségi vektorvaltozéd. Ekkor & és
n pontosan akkor fiiggetlenek, ha fe,(z,y) = fe(2)f,(y) teljesiil majdnem

minden (z,y) € R? pontban.

kovetkezik, tovabba abbol, hogy

T Yy T Y

F@FRW = | fwdu | fod= | [ fetws)dodu

—0o0 — 00 —00 —O0



5. fejezet

Valoésziniiségi valtozok paraméterei

5.1. Varhato érték

Egy kockajatékban 2 forintot veszitiink, ha 1-est, 2-est vagy 3-ast dobunk, 3 forintot
veszitiink, ha 4-est vagy 5-0st dobunk, tovabba 6 forintot nyeriink, ha 6-ost dobunk.
Kérdés, hogy érdemes-e jatszani ezt a jatékot, azaz hosszi tavon nyeriink vagy
vesztiink? Példdul, ha Otszor jatszunk és a dobassorozat eredménye 2, 6, 1, 2, 4,
akkor egy jatékban atlagban (-2 46 —2 —2 —3) : 5 = —0,6 forintot ,nyertiink”,
azaz 0,6 forintot veszitettiink. Ezt altalanositva, ha n dobasbdl ki-szer veszitiink 2
forintot, ko-szor veszitiink 3 forintot és ks-szor nyeriink 6 forintot, akkor egy jatékban
az atlagos nyereménytiink

—2 k1 4+ (—=3) - ka+6- ks k1

ke o ks
= —2 . _3
)

6.2
n

n n
A késébbiekben targyalt Bernoulli-féle nagy szamok torvénye pontosan azt fejezi ki,
mint a jegyzet bevezetésében leirt gyakorlati tapasztalat, vagyis nagy szamu kisérlet

esetén a relativ gyakorisag a val6szintiség koriil ingadozik. Igy

L ‘
_2.E+(_3).l+6.@%
n n n
~ —2P(E =—2)+ (=3)P(6 = —3) + 6P(£ =6) =
1 1 1
— 9.2 _3.246.-=_-1
2 s 3+6 6 ’

ahol ¢ az egy jatékbeli nyereményt jelenti. Ezt a szdmot a £ varhatd értékének
nevezzilk. Mivel ez most negativ, ezért ezt a jatékot hosszutdavon nem éri meg
jatszani.

Altaldnosabban, ha a ¢ diszkrét valészintiségi valtozé lehetséges értékei a1, . . ., Tm
és &; az i-edik kisérletben mért értéke &-nek, akkor a kisérletek szamanak (n) novelé-
sével a £ atlagos értéke egy kisérletben, vagyis a

Q&+ té

n

(5.1)

szamtani kozép értéke egyre kisebb mértékben ingadozik

v P =m) +x2 P =u9) + -+ 2, P(§ = 21n) (5.2)

52



5.1. Varhaté érték 53

koriil, mely a & varhaté értéke. De nem csak véges értékkészletii valdszintiségi valtozok
esetén tapasztalhaté az (5.1) szdmtani kozép ilyen ,konvergens” viselkedése. A
tovabbiakban ki fogjuk terjeszteni a varhaté érték fogalmat minden ilyen tulajdonsagu
valoszintiségi valtozéra. A nagy szamok gyenge torvényénél fogjuk latni, hogy az igy
kapott definicié megfelel az elvartaknak.

A kiterjesztéshez el6szor vegyiik észre, hogy tetszoleges nemnegativ értékit &
esetén gy kaphatunk az (5.2) osszeggel analog formulét, ha ¢-t kis intervallumokon
az intervallum alsé végpontjaval helyettesitjiik. Példaul 0 < 1 < 29 < -+ <z,
osztopontokkal megadott beosztas esetén a varhato értéket kozelitsik az

Ty P<x1 S £ < 1'2) + - +xm—1 P(xm—l S 5 < :L'm) +me(xm S f)

Osszeggel. A kozelités annal pontosabb, minél finomabb a beosztas. A beosztas
finomitasaval a fenti 6sszeg a & nemnegativitasa miatt nem csokkenhet, igy a beosztéas
minden hataron tdl valé finomitasa soran a fenti 6sszegek pontos felsé korlatjat
kapjuk.

5.1. Definicio

A nemnegativ értéki £ valoszintiségi valtozo varhato értékén annak a halmaznak
a pontos fels6é korlatjat értjik, melynek elemei az 6sszes

1Py <€E<xo)+ -+ 21 P(@mo1 <€ <) + 20 Plon, <€),

alakd szam, ahol m € N és 0 < x1 < 29 < - -+ < x,, tetszoleges valos szamok.
A £ varhaté értékét E& modon fogjuk jelolni. Minden nemnegativ értéki &
valészintiségi valtozé esetén E& € R vagy E& = oo teljestl. Ha E¢ € R, akkor
azt mondjuk, hogy &-nek véges a varhato értéke.

\_

Most ratériink arra, hogy egy tetszoleges valdszintiségi valtozo varhatéd értékét
hogyan definidljuk. Ehhez sziikségiink lesz a valdszinliségi valtozd pozitiv illetve
negativ részének fogalmara.

5.2. Definicio

Ha ¢: Q — R, akkor legyen

§(w), ha(w)>0,

§HQoR, W)= {o ha £(w) < 0

a & pozitiv része és

E:Q-R € (w):=

—¢§(w), ha ¢(w) <0,
0, ha &(w) >0

a & negativ része.
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Ha¢: Q — R, akkor £ = £F—¢7, [¢| = €7 +£7, &7 = 1(|¢€]+€), & = 3(1¢]-9).

Bizonyitds. Az els6 két allitas a definiciébdl adddik, a tobbi allitas pedig ezekbdl
mar kovetkezik.

5.4. Kovetkezmény

A £ Q — R fuggvény pontosan akkor valészintiségi valtozd, ha £ és £
valoszintiségi valtozo.

A £ = T — £ Osszefuggés szerint minden valds értékii fiiggvény felirhatéd két
nemnegativ fliggvény kiilonbségeként. Mivel a varhaté értéktdl ,elvarhat6” az ad-
ditiv tulajdonsag az (5.2) alapjan, ezért természetes az otlet, hogy egy tetszéleges
valOszintiségi valtozo varhatd értékét definialjuk a pozitiv és a negativ részek varhaté
értékeinek kiilonbségeként.

5.5. Definicio

Azt mondjuk, hogy a & valdsziniliségi valtozonak [étezik vdrhato értéke, ha
&T-nak vagy £ -nak véges a varhato értéke. Ha £T-nak és £ -nak is véges a
varhato értéke, akkor azt mondjuk, hogy a & valészinliségi valtozonak véges a
varhato értéke, tovabba ekkor az

E¢ =E¢(T —E¢
értéket € vdrhatd értékénck nevezzikk. Ha EET = 0o és E£ € R, akkor legyen

Ef:=00. HaEET e Rés EE = o0, akkor E€ := —co. Ha EET = E& = oo,
akkor azt mondjuk, hogy &-nek nem létezik varhato értéke.

A mértékelméletben az E& értéket [€dP moédon jeldljik és a & valoszintiségi
valtozo P-szerinti integraljanak nevezziik.

A varhatoé érték csak a valoszintiségi valtozd eloszlasfiggvényétol fligg, ezért igaz
a kovetkezo tétel.

Ha & és n valdszintliségi valtozok azonos eloszlasiuak — ezalatt azt értjilk, hogy

megegyezik az eloszlasfliiggvényiikk —, tovabba &-nek létezik varhato értéke,
akkor n-nak is létezik és E& = En.

A tovabbiakban tobbszor el6fordul, hogy olyan eseményt vizsgalunk, amelynek 1
a valdészintisége. Ilyenkor azt fogjuk mondani, hogy ez az esemény majdnem biztosan
bekovetkezik (roviditése: m.b.). Példaul, ha P({ = 0) = 1, akkor azt fogjuk irni, hogy
¢ =0 m.b. teljesiil.
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Ha a & és n valdszintiségi valtozokra & = n m.b., akkor & és 1 azonos eloszlasiak.

Bizonyitds. Mivel P(§ = n) = 1, igy az 1.5. tétel (10) pontja miatt P(§ < x) =
=P <z,6=n)=Pn<x,&=n)=P(n<z) minden x € R esetén.

5.8. Kovetkezmény

Ha a & és n valdszinliségi valtozokra & = 1 m.b. és £-nek 1étezik varhato értéke,
akkor n-nak is létezik és E& = En.

5.9. Tétel Markov-egyenlotlenség

Ha a & valoszintiségi valtozora teljestl, hogy & > 0 m.b., akkor létezik varhato
értéke, tovabba minden ¢ > 0 esetén E£ > c¢P( > ¢).

Bizonyitdas. Mivel £ > 0 m.b., ezért £ = £ m.b., melybdl az 5.8. kovetkezmény miatt
E& =E¢t. Mésrészt ¢ P(§T > ¢) annak a halmaznak eleme, melynek E £ a pontos
felsé korlatja. Igy E&€+ > ¢P(£1 > ¢). Végiil az 5.7. tételbSl P(E1 > ¢) = P(€ > ¢).
Mindezekbol adodik az allitas.

Ha a & valészintiségi valtozora teljestil, hogy E& = 0 és € > 0 m.b., akkor £ =0
m.b. teljesiil.

Bizonyitds. A Markov-egyenl6tlenség miatt 0 = E& > %P(f > %), amibdl kovet-
kezik, hogy P(£ > %) = 0 minden n € N-re. Ebbdl a valészintiség folytonossaga

miatt
o:nlgroloP(gz ;) :P<G{£2 ;}) _P(e>0).

n=1

lgy tehdt 1 = P(¢ > 0) = P(€ > 0) + P(§ = 0) = P(¢ = 0).
5.11. Tétel
Legyenek & és n tetszoleges valdszintiségi valtozok.

(1) &-nek pontosan akkor véges a varhaté értéke, ha ||-nek véges a varhatd
értéke.

(2) Ha ¢ € R esetén £ = ¢ m.b., akkor {-nek véges a varhat6 értéke és
E¢&=c

(3) Ha &-nek véges a varhato értéke és ¢ € R, akkor c£-nek is véges a varhato
értéke, tovabba E(cf) = cEE.
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(4) Ha &-nek és n-nak végesek a varhaté értékeik, akkor (¢ + n)-nak is az,
tovabba E(€ + 1) = E& + E1.

(5) Ha &-nek és n-nak véges a varhatod értéke és & < n m.b., akkor E{ < En.

(6) Ha n-nak véges a varhato értéke és [£] < n m.b., akkor {-nek is véges a
varhato értéke.

(7) Ha &-nek és n-nak végesek a varhato értékeik és figgetlenek, akkor £n-nak
is véges a varhato értéke, tovabba E(¢n) = EEEn.

\_

Ha ¢ és 1 olyan valészintiségi valtozok, melyekre £2-nek és n’-nek végesek a
varhato értékeik, akkor én-nak is véges a varhato értéke.

Bizonyitds. Ekkor %(52 + n?)-nek véges a varhatd értéke, melybél

miatt kovetkezik az allitas.

Ha € olyan valdszinfiségi valtozo, melyre £2-nek véges a varhaté értéke, akkor
&-nek is véges a varhato értéke.

Bizonyitds. Legyen n olyan valészin(iségi valtoz6, melyre n(w) = 1 teljesiil minden
w € () esetén. Ekkor az el6z6 tételbdl kapjuk az allitast.

5.14. Tétel

Legyen ¢ diszkrét valészintiségi valtoz6 és Re = {x1,..., %, }. Ekkor &-nek
véges a varhaté értéke és

k=1

Legyen ¢ diszkrét valdszintiségi valtozé és Re = {xy : k € N}. Ekkor

E§+ = Z T P(f = xk) éS Eé'_ = Z (—.Ik) P(f = .CEk),

kelt kel—
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ahol It ={k e N:x, >0} és I~ = {k € N: z;, < 0}. Ennek kovetkezménye-
ként a £-nek pontosan akkor véges a varhaté értéke, ha

S |ax P(€ = 71) € R,
k=1

és ekkor

E¢= ZﬂikP(f = xk)
k=1

\_

5.16. Tétel

Legyen £ abszolut folytonos valdszintiségi valtozé. Ekkor

00 0

Be' = [ah(@de & BE = [ (-alflo)do.

0 —00

Ennek kovetkezményeként a £-nek pontosan akkor véges a varhato értéke, ha

J |z| fe(z) dx € R,
és ekkor .
E¢& = J z fe(z) dx.

\

5.17. Feladat. Egy gép az inditogomb megnyomasara 0,05 valészintiséggel indul
el. A gombot annyiszor nyomjuk meg, amig a gép miitkodésbe nem 1ép. Legyen £ a
gomb megnyomasanak a szama. Hatarozzuk meg & varhato értékét!

Megoldas. Legyen p := 0,05 és q := 1 — p. Feltessziik, hogy az egyes inditasok
egymastol fiiggetlenek. Ekkor z, = k, (k € N) és P(& = x1,) = pg* ! teljesiil. Ebbél

q p

oo B [o¢] , 00 !/ q / 1
Ef:zkqu 1=I)Z(qk) =p<zqk> =p<1_> = — = 20.
k=1 k=1 k=1

5.18. Feladat. Legyen £: N — R, £(k) := 2% és P(¢ = 2F) := 0,5 minden k € N

esetén. Hatdarozzuk meg & varhaté értékét!

Megoldas. A feladat korrekt, ugyanis

Y P¢=2"=>05"=1,
k=1 k=1
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azaz eloszlast ad meg. Masrészt
E¢=)Y2"05"= .
k=1

5.19. Feladat. Legyen fe: R — R, fe(x) := %e““. Hatarozzuk meg & varhaté
értékét!

Megoldds. Az fe nemnegativ és paros fiiggvény, ezért

o0 o0 1 00 .
J f&(x) dr = J 56_‘33‘ dr = Je‘z dz = {—e‘m] =1
. . / 0
teljestil, vagyis fe slirliségfiggvény. Masrészt
L e . >0
2| fe(r)dz = | |=|- 3¢ de = | ze ®de = |—e*(1+2)| =1,
0
e e 2

vagyis -nek véges a varhato értéke, ami az x fe(r) paratlansdga miatt 0.

5.20. Feladat. Legyen f: R — R, fe(x) = m. Hatarozzuk meg & varhato
értékét!

Megoldds. A 3.30. feladatban lattuk, hogy fe slirliségfiggvény, masrészt

o0 oo
o0

E(t = fog(x)dx = ‘[ﬂ(xzﬁ—él)dx: ;{ln(xz—i-ll)]o = 00,
0 0

illetve hasonldéan

— 00

Tehat &-nek nem létezik varhaté értéke.

5.21. Tétel

Legyen & diszkrét valészintiségi valtozé és g: R — R olyan fiiggvény, melyre
g(&) is valdszintiségi valtozé. A g(€)-nek pontosan akkor véges a varhato értéke,
ha

> lg(@)|P(€ =1z) €R,

zERg

tovabba ekkor

E(9(6)) = Y. 9(@) P = ).

JL'ERE
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5.22. Tétel

Legyen & abszolut folytonos valdszintiiségi valtozé, tovabba g: R — R olyan
fuggvény, melyre g(§) is valésziniségi valtoz6. A g(&)-nek pontosan akkor véges
a varhato értéke, ha
| 1s@se@ a0 e
tovabba ekkor .
E(9(9) = | gl@)ila)do.

\

5.23. Feladat. Az el6z6 tételt bizonyitsuk be a kovetkezé specidlis esetekben! Ha &
abszolut folytonos valészintiségi valtozo, akkor

E&? = J fog(x)dx és E|¢] = J |z| fe(z) da.

Megoldds. (1) Mivel £2 = (£3)*, ezért az 5.16. tétel miatt

[e9]

E& = fogz(x) dz.

0

Maésrészt a 3.32. tétel miatt

J zfe(x)de =
0
= J avL (fg <\/5) + fe (—ﬁ)) de = J u? fe(u) du + J u? fe(—u) du =
2
0 0 0
- [@rwans [ == | of
0 0 —00
Az integraldsban az u := \/x, majd a v := —u helyettesitéseket alkalmaztuk.
(2) Mivel [£] = ([¢])T, ezért az 5.16. tétel miatt

Bl = [ 2fie(z) do.
0

Maésrészt a 3.33. tétel miatt

oo

fom(fc) da =

0
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o0 o0 [e9] —00

~ fe(x) dz + fos(—x) dz = [xfs(x) dz + J wfe(u) du =
Txff(w) dx + T (—2) fe(x) de = T || fe (z) da.

—0o0 — 00

o

Az integraldsban az u := —x helyettesitést alkalmaztuk.

5.24. Tétel

Legyen ¢ és n diszkrét valészintiségi valtozok és g: R? — R olyan fiiggvény,
melyre g(&,n) valészintiségi valtozd. A g(&,n)-nak pontosan akkor véges a
varhato értéke, ha

> > lg(z,y)|P(E=z,n=y) €R,

T€R: yERy,

tovabba ekkor

E(g&m) =2 X g(@.y)PE=zn=y).

:EER{ yeR,

|(

5.25. Tétel
Legyen a & és n valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasa abszolit folytonos és
g: R? = R olyan fiiggvény, melyre g(&,n) valoszintiségi valtozd. A g(&,n)-nak
pontosan akkor véges a varhaté értéke, ha
J J 9(z, y)| fen(z, y) dedy € R,
tovabba ekkor
E(g(&m) = J J 9(x,y) fen(x, y) dzdy.
\ — 0 —O0

5.2. Szérasnégyzet

Ebben a részben egy valdsziniiségi valtozonak a varhato értéke kortli ingadozasat
jellemezziik. Egy ¢ érték koriili szorasrél példaul az atlagos abszolut eltérés adhat
informéciot, azaz E |§ — c|. Ez azonban egy természetes elvardst nem teljesit, neve-
zetesen, hogy a varhaté érték koriili széras legyen a legkisebb. Példaul Re = {0, 1},
P=0)=03éPE=1)=0,7esetén E€ = 0,7, de E|¢ — 0,8] < E|¢ — E¢|.

Masik lehetoség az atlagos abszolit eltérés helyett az atlagos négyzetes eltérés, azaz
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E(¢ — ¢)?. A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy erre teljesiil az E(§ — E&)? < E(£ — ¢)?
egyenlotlenség minden ¢ € R esetén.

5.26. Definicio

Legyen & véges varhato értékili valoszintiségi valtozo. Ekkor a
D?*¢ := E(¢ — E€)?

értéket € szdrdsnégyzetének nevezzitk. Ha D* € € R, akkor azt mondjuk, hogy

& véges szorasu. A
e {\/DQQ ha D%¢ € R,

0, ha D?¢ = oo,

értéket a & szorasanak nevezziik.

A € valészinliségi valtozé pontosan akkor véges szoérdst, ha £2-nek véges a
varhat6 értéke, és ekkor

D?¢ = E&2 — B¢

Bizonyitds. Mivel (€ —E£)? = €2 — 26 E€ + E? €, ezért az 4llitas az 5.13. tétel és
az 5.11. tétel (2)—(4) pontjai miatt teljesiil.

5.28. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha £2-nek véges a varhat6 értéke, akkor min-
den ¢ € R esetén E(§ — E&)? < E(¢ — ¢)?, azaz valéban teljesiil a szérdsnégyzet
bevezetésénél elmondottak!

Megoldas. A bizonyitand6 egyenlétlenség azzal ekvivalens, hogy
E —E*¢<EE —2cE€+ 2,

ami teljestil, hiszen ez 0 < (E£ — ¢)? egyenlétlenséggel ekvivalens.

5.29. Megjegyzés. Ha &2-nek véges a varhaté értéke, akkor
m m 2
D*¢ =) aiP(§ = 1) — (kap(g = l‘k)) 7
k=1 k=1

D% = 3"t (e = au) - (ixmf _ m)

vagy
o0 o0 2
D*¢ = J 2% fe(x) do — J zfe(z) da

aszerint, hogy Re = {x1,%2,..., 2}, Re = {x; : k € N} vagy £ abszolut folytonos.
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5.30. Feladat. Szamoljuk ki az 5.17. feladatban definialt £ szorasnégyzetét!

Megoldas. Az ottani jelolésekkel

E§2—ikzP(é—k)—ik2qu‘1—p<ikq’“) —p< ! ) ~2p
k=1 k=1 k=1 (1_

igy

2 — 1 1-—
A

5.31. Feladat. Szamoljuk ki az 5.19. feladatban definidlt ¢ szérasnégyzetét!

D¢ =

Megoldas. Felhasznalva az 5.19. feladat eredményét,

D2§ = J x2§e_|x| dz — J xie_m dz| = J:EQG_QE dz = 2.
o —00 0

Az utébbi integralt kétszeres parcialis integralassal és a L’Hospital-szabély segitségével
szamoltuk ki.

Ha & véges szorasu valoszintiségi valtozo és a, b € R, akkor az a& + b is véges
szorasu, tovabba

D*(aé +b) = a*D?*¢, illetve D(a€ +b) = |a|DE.

Bizonyitds. (a& +b— E(aé +0))? = (a€ +b—aEE —b)? = a*(€ — E£)?, amibdl

kovetkezik az allités.



6. fejezet

Valésziniségi valtozok
kapcsolatanak jellemzése

Két méroszamot fogunk bevezetni a valdszintiségi valtozok kapcsolatanak jellemzésére:
a kovarianciat és a korrelacids egytitthatot. Ezek segitségével lehet megmutatni, hogy
két valdszinliségi valtozo kozotti kapesolat mennyire tekintheto lazanak, illetve, ha van
kozottiik fiiggoségi viszony, akkor az mennyire tekinthetonek linearis kapcsolatnak.

6.1. Kovariancia

6.1. Definicio

A véges varhato értéki £ és n valdszinliségi valtozok kovariancidja

cov(é,n) := E((€ ~E€)(n - En)),

feltéve, hogy ez a varhato érték létezik.

Ha a & és n valdszintliségi valtozoknak létezik a kovarianciaja, akkor

cov(§,n) = cov(n, §).

Ha a ¢ valészintliségi valtozonak véges a varhato értéke, akkor

D*€ = cov(£, §).

63
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A £ és n véges varhatd értékii valoszinliségi valtozoknak pontosan akkor véges

a kovarianciaja, ha £n-nak véges a varhato értéke, tovabba ekkor

cov(§,m) = E(¢n) —ESEn.

Bizonyitds. Az allités a

E—EMm—En) =&n—nE{—EEn+ELEY

egyenloség kovetkezménye.

Ha a & és 7 valoszintiségi valtozok véges szorasuak, akkor a kovarianciajuk is
véges.

Bizonyitds. Az 5.27. tétel miatt £2-nek és n?-nek véges a varhato értéke. Igy az 5.12. té-
tel miatt £n-nak, illetve az 5.13. tételbol a £-nek és n-nak is végesek a varhato értékeik.
Igy a 6.4. tétel miatt igaz az allitas.

6.6. Tétel

Ha a ¢ és n fliggetlen valoszintiségi valtozoknak végesek a varhatéd értékeik,
akkor cov(&,n) = 0.

Bizonyitds. Az 5.11. tétel (7) pontja alapjan {n-nak is véges a varhato értéke, tovabba
E(¢n) = E€En, igy a 6.4. tételbél kovetkezik az allitéds.

6.7. Megjegyzés. Az el6z6 tétel megforditdsa nem igaz. Példdul ha Q := {1,2, 3,4},
(Q, F,P) klasszikus valoszinliségi mezd, (1) = £(2) = 0, £(3) = —1, £(4) = 1,
n(3) =n(4) =0, 7n(1) = -1 én(2) = 1, akkor

P(=-1)=025 P(=0)=05 P(¢=1)=025
P(p=-1)=025 Pp=0)=05 Pn=1)=0

tovabba R¢, = {—1,0,1}. Mivel {{&n = 0} =
P({n=-1)=0,P(n=0)=1&&PEn=1)
EE=-1-0254+0-0,5+1-0,25=0,
En=—1-025+0-0,5+1-0,25=0,

E(n) =—1-040-14+1-0=0.

Q, {&n = 1}/2 {&n = =1} = 0, ezért
= 0 teljestl. Igy

Mindezekbdl a 6.4. tétel alapjan cov(§,n) = 0. Masrészt P(§ < 0,7 < 0) = 0 és
P(¢ <0)P(n <0)=0,25-0,25, vagyis £ és n nem fliggetlenek.
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6.8. Tétel

Ha a &,...,&, M, ..., N valésziniiségi valtozékra cov(§;,n;) € R minden
1=1,...,nmés j=1,...,m esetén, tovabba a,...,a,,by,...,b, € R, akkor

m

cov (Z a;&;, Zbﬂ]]) = Z a;b; cov (&, m;)-
=1 =1 j=1

\

Bizonyitas. £ = i a;& és = f; b;n; jelolésekkel
i=1 j=1

f—ESZZai(&—E&) és n— Eﬁ—zb — Eny).

fgy

Zi B((& - B&)(ny — Bny)) =
~E (Zi o6~ E&) Em)
:E(Zn:aZ —E¢&) ibj —En;)) ) =

A kovetkezd allitas a 6.5. és a 6.8. tételek kovetkezménye.

6.9. Tétel
Ha &, ..., &, véges szorasu valoszintiségi valtozok, akkor
DQ(Z&) ZDQQ +2 Z Z cov(&i, &5)-
=1 =1 j=i+1

Ebbdl adodik a kovetkezd tétel:

6.10. Tétel

Ha a &, ... &, paronként fiiggetlen valoszintiségi valtozok véges szorasuak,

akkor . .
D’ <Z 5&) =Y D?¢.
i=1 i=1
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6.2. Korrelaciés egyiitthato

Ha a £ és i valészintiségi valtozokra DEDn € RY, akkor a

cov(&,n)

corr(§,n) == DEDy

szamot a & és ) korreldcids egyutthatdjdnak nevezzik. Ha corr(§,n) = 0, akkor
&-t és n-t korrelalatlanoknak nevezzik.

Ha D¢Dn € RY) akkor a 6.5. tételbdl cov(E,n) € R, igy korrekt a definicié.
Ha & és n fiiggetlenek és DEDn € RT, akkor korreldlatlanok. Ez megforditva nem
igaz. Példaul a 6.7. megjegyzésben definialt £ és n valdszintiségi valtozokrdl konnyen
beldthatja az olvasd, hogy D¢ Dn = 0,5, igy az ott bizonyitott cov(£,n) = 0 miatt
corr(§,n) = 0. Masrészt azt is bizonyitottuk, hogy £ és n nem fiiggetlenek.

A korrelacios egytitthato egy fontos tulajdonsaganak a vizsgdlatdhoz sziikségiink
lesz a kovetkezo fogalomra.

6.12. Definicio

Ha a £ valészintiségi valtozora D € € R, akkor azt mondjuk, hogy & standar-
dizalhato, tovabba a & standardizaltjan a

;_E-B¢
£==3;

valészinliségi valtozot értjiik.

Ha ¢ standardizalhaté valdszintiségi valtozo, akkor E€ =0 és D€ = 1.

Bizonyitas. Ekkor

Fop( B L pe o LEe_Ro—
BE=E(S5E°) = Bl - BO) = 5 (Be~E =0

és

DZE:D2(€B?€> - L peipg=25-1

6.14. Tétel

Ha a £ és n valdszintiségi véltozokra DEDn € RT, akkor

corr(€,n) = cov(&, 7).
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Bizonyitds. Definici6 alapjan létezik corr(€,n), € és 77. Mivel a standardizaltak szérdsa
véges, igy a kovarianciajuk is véges, tovabba

cov(&, 7)) = E((€ — E&) (7 — E7)) = E(&n) =
_ E(f—Ef | n—En> _E(E-EH(n—En))

5e o BeDy — corr(€,n).

Ha a £ és n valdszintliségi valtozokra DEDn € RT, akkor

|corr(&,n)| < 1.

Bizonyitds. A £ és n standardizalhato valészintiségi valtozok, igy a 6.9. tételbdl
0 < D*(€+7) =D’ + D*ij % 2cov(&, 1) = 2(1 £ corr(§, 7))
teljesiil, melybdl kovetkezik az allités.

6.16. Tétel

Legyen & és n olyan valdszintiségi valtozok, melyekre n = a€ + b m.b., ahol
a,b € R, a # 0, tovdbbd D¢ € R*. Ekkor

1, ha a > 0,
—1, haa<0.

corr(&,n) = {

\_

Bizonyitis. D¢ € RT miatt Dn € R, igy létezik a kovariancia és a korrelacids
egyiitthato is, tovabba

cov(§,m) = B(§n) — BBy = B({(a€ + b)) — BEE(ag +b) =
=aBEE+bEE —aE? ¢ —bEE = a(BEE — E?¢) = aD?¢,

fgy DED 7 = DED(aé + b) = |a| D? € miatt kapjuk az allitast.

Legyen & és n olyan valdszintiségi valtozok, melyekre |corr(&,n)| = 1. Ekkor
léteznek a,b € R, a # 0 konstansok, melyekre nn = a& + b m.b. teljestil.

Bizonyitds. A feltételek miatt |cov(&,n)| = D& D teljestl, igy

4eovi(€,m) —4D*ED?*n = 0.
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Ebbdl kévetkezik, hogy a (D*€)a? — 2 cov(&, 1)z + D*n = 0 egyenletnek pontosan
egy gyoke van, mely D7 ## 0 miatt nullatél kilonbozik. Jeloljlik ezt a gyokot a-val.
Ekkor

0= (D*¢)a* —2cov(&,n)a+D*n=a*E(¢ —E&)*—
~2aB((¢ - E&)(n— Bn)) + By — By)* =
= B(a*(€ — E&? - 2a(6 ~ By —En) + (- Eu)?) =
= B(al6—~BO — (1~ En))

teljesiil. Legyen pu := (a(£ —E&—-(n-— En))z‘ Ebb6l i > 0 m.b., igy E = 0 miatt
az 5.10. tételbdl = 0 m.b., azaz n = al + (En — aE &) m.b. teljesiil.

6.18. Megjegyzés. A bizonyitasabol az is kideriil, hogy corr(€,n) = 1 esetén a = 22

D
ésb=En— B—ZES, illetve ha corr(¢,n) = —1, akkor a = —g—g ésb=En+ B—ZES.

Y

6.19. Definicio

Legyen & és n olyan valészintiségi valtozok, melyekre valamely a,b € R, a # 0

esetén n = a& + b m.b. teljesiil. Ekkor azt mondjuk, hogy & és n linedrisan
fliggoek.

A € valoszintiségi valtozd eloszlasat elfajultnak nevezziik, ha valamely ¢ € R esetén
& = c m.b. teljestil. Kénnyen lathatd, hogy ha £ eloszldsa nem elfajult, akkor 1étezik
olyan x € R, hogy 0 < P({ < z) < 1.

Ha & és n linedrisan fiiggdek és & eloszlasa nem elfajult, akkor £ és n nem
fiiggetlenek. Ennek belatdasdhoz valasszunk egy olyan x szdmot, melyre 0 < P(¢ <
< ) < 1, tovdbbd y := ax + b. Ekkor

Pl<an<y =PE<z,af+b<ar+b)=PE<uz),
masrészt
P(¢ <z)P(n<y) =P <x)P(a& +b < ax +b) = P*(¢ < ).

Tgy, ha & és i fiiggetlenek lennének, akkor P(¢ < z) = P?(¢ < x) teljesiilne, azaz
P({ < x) =1 vagy P(¢ < z) = 0, ami ellentmondas.

6.20. Kovetkezmény

A & és 1 korrelacios egytitthatéval rendelkezd valdszintiségi valtozok esetén
|corr(&,m)| = 1 pontosan akkor teljesiil, ha & és 7 linedrisan fiigg6ek.

6.21. Feladat. Legyen a £ és n valdsziniiségi valtozok értékkészlete {0, 1}, melyekre
teljesiilnek a kovetkezok:
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P =0,n=1)=0,06
P(¢=1,7=0)=0,04.
Szamitsuk ki a £ és n korrelaciés egyttthatojat!

Megoldds. P((=1,np=1)=1-0,4— 0,06 — 0,04 = 0,5. Mésrészt a peremeloszlasok
a 4.5. tétel miatt

P(¢=0)=0,4+0,06=0,46,
P(=1)=0,04+0,5=0,54,
P(n=0)=0,4+ 0,04 = 0,44,
P(n=1)=0,06+ 0,5 = 0,56.
Ezeket az eredményeket a kovetkezo tablazatban foglaljuk 6ssze:
n=0|n=1| Osszeg
E=0 104 0,06 | 0,46
E=1 10,04 |05 0,54
osszeg | 0,44 10,56 |1
Ebbol
E€=0-046+1-0,54 = 0,54,
E&? =0%-0,46 + 120,54 = 0,54,
En=0-0,44+1-0,56 = 0,56,
En?=0?-0,44 + 1% - 0,56 = 0,56,
igy

D¢ = B —F*¢ = /0,54 — 0,542 ~ 0,4984,
Dy = En? —Ep = /0,56 — 0,562 ~ 0,4964.
Masrészt az 5.24. tétel miatt
E(n)=0-0-04+0-1-006+1-0-0,04+1-1-0,5=0,5.

Ebbél
cov(é,n) =E(én) —EEER =05 — 0,54 - 0,56 = 0,1976,

igy kapjuk, hogy

cov(§,m) 0,1976

DéDn  0,4984 - 0,4964

corr(&,n) = ~ 0,7987.

6.22. Feladat. Legyen

¢, ha0<z<bhléshHl—ar<y<ld—u,

0, kiilénben,

f:R2_>R7 f(x7y):{

ahol ¢ € R. Hatarozzuk meg gy a c értékét, hogy f egyiittes stirtiségfiiggvény legyen,
tovabba ebben az esetben szamoljuk ki az f-hez tartozd £ és n valdszintiségi valtozok
korrelacios egyutthatéjat!
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Megoldas. A 4.12. tétel alapjan

0o 0o 5,1 14—z
J J flzyy)dedy = I J cdydx = 45,39¢ = 1,
—00 —00 0 5,1—x
melybél ¢ = 45 59+ A 4.11. tétel miatt
00 14—z
fe(x) = J flz,y)dy = J cdy = 89c,
—00 51—z

ha 0 < 2 < 5,1, kitllonben fe(x) = 0. Igy

0 5,1

Eé&= | zfe(x Jx8,90da::2,55
oo 0
o 5,1

E¢ = | 2°fe(w) :J 2?8, 9cdx = 8,67

—OO

D*¢ =E&? —E?*¢ = 8,67 — 2,552 = 2,1675.

Hasonldan

5,1
n(y) = J cdr=-cy, ha0<y <51
51—y
5,1
ny) = J cdr =5,1c, ha bl <y <89

0

14—y

4
foly) = J cdr =14c—cy, ha89 <y <14
0

minden més esetben f,(y) = 0. Igy

oo 5,1 8,9 14
En= | yf,(y chQdy+ 5lcydy+J(14cy—cy2)dy:7
e 0 5,1 8,9
o0 5,1 8,9 14
En*= | v*f,(y)dy = J cy® dy + J 51cy” dy + J(McyQ —cy®) dy ~ 57,7683
e 5,1

D?n =En* — E*n ~ 8,7683.
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Az 5.25. tétel alapjan

0o 00 5,1 14—z
J J xyf(x,y)dedy = J J rycdy dx = 15,6825,
—00 —00 0 51—z

igy

COV(€ )

~ —0,4972.
DeDy 0,497

corr(§,n) =



7. fejezet

Nevezetes eloszlasok

7.1. Karakterisztikus eloszlas

7.1. Definicié

Legyen (2, F,P) egy valésziniiségi mez6. Az A € F esemény indikdatorvaltozo-
janak az
1, hawe€ A,

IAIQ%R, IA(w) = {0 haw%A

valoszinliségi valtozot nevezziik.

Az indikatorvaltozé értéke tehat 1, ha az A esemény bekovetkezett, ellenkezo
esetben 0. Az indikatorvaltozé valoban valdszintiségi valtozd, ugyanis

Q, haz>1,
{ITa<z}={A, haO<z<l,
0, haxz<O.

Az 1,4 eloszldsa: P(Iy =1) =P(A) és P(Ix =0) = P(A).

7.2. Definicié

Legyen (92, F,P) egy val6sziniiségi mezd, tovabba 14 az A € F esemény
indikatorvaltozoja. Ekkor 14 eloszlasat P(A) paraméterii karakterisztikus vagy
Bernoulli-eloszlasnak nevezziik.

Legyen (€2, F, P) valészintiségi mez6, A € F és p := P(A). Ekkor E(I4) = p és
D*(L4) = p(1 = p)-

Bizonyitds. B(Ix) = 1-p+0- (1 = p) = p, tovibba D*(1a) = E(1%) — E*(14) =
=B(1%) - p*=12-p+0*- (1—p) —p* = p(1 - p).

72
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7.2. Binomialis eloszlas

7.4. Feladat. Legyenek &, ..., &, figgetlen, p paraméterii karakterisztikus eloszlast
valbszinliségi valtozok. Hatarozzuk meg & + - - - + &, eloszlasat!

Megoldas. Jelolje By (k=0,1,...,n) azon rendezett szam n-esek halmazat, melyek-

ben k darab 1 és n — k darab 0 talalhat6. Ekkor tetszoleges (z1,...,z,) € By esetén,
a fliggetlenség miatt

P& =mx,....6 =2,) = H P(& =) =p"(1—p)" ",

hiszen P(& =1) =p és P(§ =0) =1 — p. Igy
P(fi—i—-..—l-ﬁnZk)ZP((ﬁl,...,fn) eBk) =

— Z P(& =x1,...,& = In) — <Z)pk:(1 —p)n_k,

(21,.,2n)EBy

hiszen Bj-nak (Z) darab eleme van.

7.5. Definicid

Legyen ¢ diszkrét valészintiségi valtozd, n € N, Re := {0,1,...,n}és 0 <p < 1.
Ha minden k € R¢ esetén

P& =k) = (Z)p’“(l —p)" ",

akkor &-t n-ed rendi p paraméterti binomidlis eloszldsiu valdszintiségi valtozonak
nevezzik.

\

7.6. Megjegyzés. A gyakorisag a 3.6. tétel szerint binomialis eloszlasi. Példaként
tekintstik a kovetkezo kisérletet. Legyen egy urnaban 3 darab golyd, egy piros és két
fehér. Vegyiink ki az urnabdl véletlenszertien egy golydt, majd tegytik vissza. Ezt
ismételjik meg tizszer. Legyen £ azon esetek szama, amikor pirosat vettiink ki. Ez
egy ugynevezett visszatevéses mintavétel. Ekkor & gyakorisagot jelol, igy ez 10-ed
rendii % paraméteri binomidlis eloszlasu valoszintiségi valtozo. Tehat példaul annak
a valdszinlisége, hogy a 10 esetbdl pontosan kétszer valasztottunk piros golydt

10 1\? /2\®
P=2)= A=) =)
e=2=(5) () ()
Azt is vegyiik észre, hogy az elsérendii binomialis eloszlas a karakterisztikus eloszlassal
egyezik meg!
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Ha £ egy n-ed rendii p paraméteri binomialis eloszlastu valdszintiségi valtozo,

akkor E¢& = np és D*¢ = np(1 — p).

Bizonyitds. Legyenek &, ..., &, fiiggetlen, p paramétert karakterisztikus eloszlasu
valoszintiségi valtozok. Ekkor & + - - - + &, azonos eloszlasu &-vel, igy

E¢= E(fo) = ZEfi = ZP = np,
=1 =1 =1
D*¢ = DZ(Z&) =>"D*¢ =Y p(l —p)=np(l-p).
=1 =1 =1

7.3. Poisson-eloszlas

A kovetkezd tételben a binomialis eloszlas hatareloszlasat adjuk meg bizonyos felté-
tellel.

7.8. Tétel

Legyen p,, olyan szamsorozat, melyre np, konvergens. Ekkor

k
lim <n>p2(1 —pn)”_k A"

n—oo \ k - He ?

ahol A = lim np, és k € {0,1,2,...}.

\

Bizonyitas. Ismert, hogy ha egy a, sorozat konvergens és hatarértéke a, akkor

lim <1 + a”) = e°.

n—o0 n
gy :
. T NP\ A
R L e A
Méasrészt 1
Y p = Jim nps - = 2-0=0,
melybdl
. —k
Jim (1—p,)" =1,
vagyis

lim (1 —p,)" % = lim (1 — p,)"(1 — pn) F =

n—o0 n—o0

Mindezekbol kapjuk, hogy

lim (Z)pfl(l — pn)”*k =

n—oo
k _— .« .. p—
~ lim (npn)” n(n—1)---(n—k+1)
n—oco k! nk
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7.9. Definicié

Legyen ¢ diszkrét valészintiségi valtozé és Re = {0,1,2,...}. Ha minden
k € Re¢ esetén

)\k )
P(£ = k) = Zre ™
ahol A\ > 0, akkor -t A paraméterii Poisson-eloszlasi valdszintiségi valtozénak

nevezzuk.

A Poisson-eloszlas valéban eloszlas, ugyanis

oo>\k oo>\k

e = =1.
2 e 2

Legyen & egy A > 0 paraméterti Poisson-eloszlasi valoszintiségi valtozo. Ekkor
E¢=D*¢ =\

Bizonyitds. Az 5.15. tétel alapjan

k 00 k—1 00 yu
E{f—ij;' = ‘A)\Z A e =

Masrészt
) [e%S) ) )\k . (o] )\k

u

—)\/\222 —)\/\Z

u=0

+e

A levezetésben az u = k — 2 és v = k — 1 helyettesitéseket vezettitk be. Igy D*¢ =
—EE2-—FE*¢=X+A-X\ =)\

7.11. Megjegyzés. A 7.8. tétel szerint nagy n és kis p esetén az n-edrend p paramétert
binomidlis eloszlast jol kozeliti a A = np paraméterti Poisson-eloszlas. Példaul, ha 1000
l6vést adunk le egy célra, és minden 16vés egymastol fliggetleniil 0,004 valészintiséggel
talal, akkor mi annak a valdszintisége, hogy pontosan 3-szor taldlunk célba? A
talalatok szama binomidlis eloszlast (n = 1000, p = 0,004, k = 3), igy &-vel jelolve
a taldlatok szamét P(¢ = 3) = ("%") - 0,004% - 0,996°7 & 0,1956. Ezt koriilményes
kiszamolni, de most hasznalhatjuk a Poisson-eloszldssal val6 kozelitést. Mivel A =
=np =4, ezért P({ = 3) = %6*4 ~ 0,1954.

Ha az el6z6 példaban n = 1000, p = 0,996 és k = 997, akkor mar nem alkalmaz-
haté a A = np paraméteri Poisson-eloszlasu kozelités, hiszen p kozel 1. A 7.8. tétel
azonban ilyenkor is alkalmazhato, ugyanis az, hogy 997-szer talalunk, azt jelenti,
hogy 3-szor elhibaztuk a célt. A hibazéas valoszintisége minden 16vésnél 1 — p = 0,004,
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ami mar kicsi, igy alkalmazhatjuk a A = n(1 — p) = 4 paraméter(i Poisson-kozelitést.
Tehat n-val jelolve a hibazasok szamat,

1000

— — . 997 | 3 = = ~ — —4 ~ .
P(¢ = 997) = (997) 0,996™" - 0,004* = P(5 = 3) ~ e ! ~0,1054

7.4. Hipergeometrikus eloszlas

7.12. Feladat. Legyen N darab termék kozott M (0 < M < N) selejtes. Az N
termék kozil valasszunk ki visszatevés nélkiil n darab terméket (n < min{M, N—M}).
Jelentse ¢ a kivalasztott termékek kozott talalhato selejtesek szamat. Hatarozzuk
meg & eloszlasat!

Megoldds. Az Re := {0,1,...,n} és az Gsszes esetek szama (]T\f) Hogy a kivélasztottak

kozott pontosan k darab selejtes legyen, az (A: > (1\; :Il\f > médon valésulhat meg. Igy

)

Legyen & val6szintiségi valtoz6 és Re == {0,1,...,n}, ahol n € N. Ha minden

k € Re¢ esetén
(6) ()
. _ \k n—k
P =k) = (]D ,
ahol az M és N egész szamokra 0 < M < N és n < min{M, N — M} all fenn,
akkor &-t hipergeometrikus eloszlasu valoszinliségi valtozonak nevezziik.

A bevezeto feladatbdl lathato, hogy a definicié korrekt, melybol kovetkezik, hogy
N " (M\(N—-M

-5 0)05) ")
n i\ k n—=k

Legyen ¢ egy hipergeometrikus eloszlasu valdszintiségi valtozé N, M és n

paraméterekkel. Ekkor E £ = % 6s D*¢ = %(1 — %) ]]\V[:T

Bizonyitds. Az 5.14. tétel és (7.1) miatt

e OO M =1y (N—MY
Eg_;}k (™) _(gj)z(k—l)!(M—k)!<n_k>_

n k=1
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Ebbdl

M) (N—M

ve-Er st ()

() (“‘1u(Mu D) e (M (Y %”)) -
= S ) NP = 65
nM\? Mn[{(M—-1)(n—-1 nM\ 2
_<N>:N<( N)—(l )H)_(N):
:]\]/ifn<(M—N1)_(Ti—1)+1_n]]\\[4>:]\]/ifn‘(N]—Vé\]/\[[)(_Nl)—n)_
:M”( _M>N—”
N N/N-1

A bizonyitasban u = k — 1 helyettesitést alkalmaztunk.

7.15. Tétel

Legyen n € N, k € {0,1,...,n}, p € R, tovabbd (My): N — N olyan sorozat,
melyre

teljesiil. Ekkor

\_

Bizonyitds. A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért My helyett csak M-et irunk.
Azonos atalakitasokkal kapjuk, hogy

(]\If) (]Y;jz\f) . k!(]\]\ﬁk)! ) (n_k)!((%:%)imk)!

o) TN B
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N—M)!
_ n! M _m:
Rn—k) M=k 2
(N—M)!
:<n>M(M—1)-~(M—k+1).(N_M_mk)1:
k) N(N=1)-- (N —k+1) GE!
_[(n %M—l M—-k+1 N—-MN-M-1 N-M-n+k+1
" \kJ NN—-1 N—-k+1 N—-—k N—k-1 N—-n+1 '
k darab tényez6 n—k darab tényezd

Ha t konstans, akkor

M —t ML
lim = lim &YX~ =p
N—oo — N—o00 ]'_N
illetve o .
. N—-—M-—t - N~ W

Mindezeket felhasznilva adddik a tétel.

7.16. Megjegyzés. Ez a tétel azt jelenti, hogy nagy N és M esetén ap = % paramétertii
n-ed rendli binomialis eloszlast jol kozeliti a hipergeometrikus eloszlas. Példaul
legyen 10000 termék kozott 10 % selejt. A termékek koziil 10 darabot valasszunk
ki véletlenszertien visszatevés nélkiil. Ha & a 10 termék kozotti selejtesek szaméat
jeloli, akkor az a 7.12. feladat alapjan N = 10000, M = 1000, n = 10 paramétert
hipergeometrikus eloszlasi valészintiségi valtozo. Azaz példaul annak a valdszintisége,
hogy a kivalasztott 10 termék kézott pontosan 3 selejtes van

1000) . (9000

P(¢=3) = W ~ 0,0573.
10

Ezt kortilményes kiszamolni, de mivel nagy az N és az M is, ezért alkalmazhatjuk a

binomialis kozelitést. Tehat

MN\* MN\"*F (10
P(£ = 3) ~ (Z) . <N) - <1 _ N) _ <3> 017097 ~ 0,0574.

Tehat ebben az esetben a binomialis kozelitésnél csak a 4. tizedesjegytol tapasztalhatod
eltérés.

7.5. Geometriai eloszlas

Az 5.17. feladatban egy olyan valdszintiségi valtozdt adtunk meg, melynek értékkész-
lete N és eloszlasa P(& = k) = p(1 — p)*~! (k € N) volt.
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7.17. Definicid

Legyen & olyan diszkrét valdszinliségi valtoz6, melyre R¢ = N. Ha minden
k € R¢ esetén

P =k) =p(l—p"",
ahol 0 < p < 1, akkor &-t p paraméterii geometriai eloszlasu valdszintiségi
valtozénak nevezziik.

Az 5.17. feladatbdl, de a kovetkezobdl is kideriil, hogy az el6z6 definicié korrekt.

oo

ip(l —p)t=pY 1-pt=1
k=1 k=1

7.18. Tétel

Legyen £ egy p paraméterti geometriai eloszlasu valoszinliségi valtozo. Ekkor

1—-p
p?

és D?*¢=

Bizonyitds. Legyen q :==1 — p. Az 5.15. tétel miatt

Eg:kaq“—ka:q“ pzdi pd<2qk>:
k=1 k=144 9 \k=1

_df 4« _1—Q+q _pr_1
“Pag\1—¢

—= p .

1-a9? » »p

A bizonyitasban felhasznaltuk, hogy a § ¢" hatvanysor konvergenciasugara 1, igy ¢
1

&)
lehetséges értékei esetén a Y. ¢~ osszegfiiggvény differencidlhatd.
k=1

— Z k,2qu—1 :pz k,qu—l Z - = p— <Z k,qk’> —
k=1 k=1 k=1 d dq —
d(q& “) d <
=p-| = 2_Fkpq =D
dq <P§1 dg
—pd< q ) _1+gq
dg \ (1 —¢q)? p?

A levezetésben felhasznéltuk, hogy a 3 k¢* hatvanysor konvergenciasugara 1. Igy
T

d
i)

hsEES)

14¢ 1 q
D?*¢ =E¢ —E*¢ = o Rl
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7.6. Egyenletes eloszlas

7.19. Feladat. Legyen Q = [a,b] (a,b € R, a < b), (Q, F,P) geometriai val6sziniiségi
mez6 és &: Q = R, {(w) = w. Hatdrozzuk meg ¢ eloszlasfiiggvényét !

Megoldds. Ha x < a, akkor F¢(z) = P({ < z) = 0, illetve ha x > b, akkor F¢(x) =
= P(§ < x) = 1. Most legyen a < x < b. Ekkor Fe(z) = P(§ < z) = {=2. Az F;
folytonos és két pont kivételével mindenhol differencialhato, igy & abszolit folytonos,
tovabba, fe(z) = F{(z) = 7%, ha a < 2 < b, mig f¢(z) = F{(x) = 0 minden mas
esetben.

7.20. Definicid

Legyen ¢ abszolut folytonos valdszinliségi valtozo, a,b € R és a < b. Ha &
strtiségfiiggvénye

L haa<az<b,

: R — R, g) = o =
Je fe(@) {o egyébként,

akkor &-t egyenletes eloszldsi valdszintiségi valtozénak nevezzik az (a,b) inter-
vallumon.

\

7.21. Tétel

Legyen £ egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozé az (a,b) intervallumon.
Ekkor & eloszlasfiiggvénye

0, ha z < a,
Fe:R—=R, Fe(r)=4¢%2, haa<z<b,
1, ha xz > b.
\_
Y )
i 1
+ + xXr ¥ + xr
a b a b

Egyenletes eloszlas slirtiség- és eloszlasfiiggvénye

Legyen ¢ egyenletes eloszlasu valészintiségi valtozé az (a,b) intervallumon.

Ekkor E¢ = ¢ ¢s D?¢ = (=

12
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Bizonyitds. A varhato érték véges, mivel

00 b b
1 1
teljesiil. Igy
( (1 1 [22]" ¥ —a® a+b
3 Jmff(x) T be_a T b—alQL 20 —a) .
Maésrészt
o) b 1 1 ,jCS b b3 a'?’
E 2: 2 d :J 2 d = _— — —
3 foﬁ(x) v= |2t dr = | =
fgy

i =1

a+b 2_ (b—a)?
3(b—a) ) B '

2 12

7.7. Exponencidlis eloszlas

Vizsgaljuk egy iivegpohar élettartamat! Mivel az iiveg nem Oregszik, ezért csak a
véletlen torések hatarozzak meg az élettartamot. Vagyis ha x ideig nem torik el a
pohar, akkor tovabbi legalabb y ideig ugyanakkora valdszintiséggel marad ép, mintha
akkor gyartottak volna, azaz

P>xz4+y|&>x)=P >y) minden z,y > 0 esetén,
ahol ¢ az élettartam. Ezt a tulajdonsagot orokifju tulajdonsagnak nevezzik.

7.23. Feladat. Hatarozzuk meg azon folytonos eloszlasfiiggvényti & valdszinliségi
valtozok korét, melyek rendelkeznek az orokifja tulajdonsaggal!

Megoldas. Legyen G(x) := 1 — F¢(z). Ekkor minden z,y > 0 esetén
Gz +y) = Gx)G(y),
melybol kovetkezik, hogy
G(x1 + 2o+ +x,) = G(x1)G(22) - - - G(y)

minden n € N és x1,...,x, > 0 esetén. Legyen x; = % és a := G(1). Ekkor a =
= G"(1), azaz G(1) = an. Ebbél z; = L (m € N) vélasztassal azt kapjuk, hogy

1
n
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G(Z) = G"(L) = am, azaz G(z) = a” minden pozitiv racionalis z esetén. De a G és
az exponencialis fliggvény folytonossaga miatt ez csak gy lehet, ha

G(z) =a”

minden x > 0 esetén. F¢ eloszlasfiiggvény, ezért 0 < a < 1. Tegytik fel, hogy a = 0.
Ekkor G(x) = 0 = 0 minden x > 0 esetén, ami ellentmond G folytonossiaganak,
hiszen G(0) = 1 — P(§ < 0) = 1. Mésrészt, ha a = 1 lenne, akkor G(z) = 1* = 1
minden z > 0 esetén, ami ellentmond (F2)-nek. Igy 0 < a < 1, melybél kévetkezik,
hogy egyértelmfien 1étezik A > 0, hogy a = e=*. Tehat ekkor

Fe(v) =1—e,

ha z > 0. Masrészt, ha x < 0, akkor F¢(z) = P({ < 0) = P(0) = 0.
Mivel F¢ egy pont kivételével mindenhol differencidlhato, ezért £ abszolut folyto-
nos, tovabba
fe(x) = Fi(z) = Ae™,

ha z > 0 és fe(r) = Fi{(r) =0, hax <0.

7.24. Definicid

Legyen £ abszolit folytonos valdszintiségi valtozo és A > 0. Ha & stirtiségflige-
vénye

0, ha x <0,

Ae ™ haz >0,

fg:R—)R, fg(%):{

akkor &-t A paraméteri exponencidlis eloszldsi valdszintiiségi valtozonak nevez-
zik.

\_
Ez valoban stirtiségfiiggvény, hiszen fe(z) > 0 minden x € R esetén, tovabba
_ —A\x _ | —)\:EOO__ : —A\x _
Jfg(x)dx—JAe dx—[ e }0— lim e™ +1=1.
—00 0

7.25. Tétel

Legyen A > 0 és £ egy A paraméterii exponencialis eloszlasi valoszintiségi
valtozo. Ekkor & eloszlasfiiggvénye

0, ha = <0,

Fe:R=R, Fé(x)_{l—e_“’ ha z > 0

.
Bizonyitds. Ha x < 0, akkor

Fe(z) = Jfg(t)dt: JOdt:O
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teljestl, masrészt ha x > 0, akkor

T

Fe(z) = J fe(t)dt = JAe‘M dt = {—e"\t}z =1—e"

—0o0

i T

Exponencidlis eloszlas sliriiség- és eloszlasfiiggvénye

Legyen A > 0 és £ egy A paraméterli exponencialis eloszlast valoszintiségi

véltozé. Ekkor E€ = + és D¢ = 5.

Bizonyitds. A kovetkez6 integralt parcialis integraldssal és L’Hospital-szaballyal
szamoljuk ki. Legyen f(z) = z és ¢'(x) = e ™. Ekkor f'(x) =1 és g(x) = —e™7,
gy

J |z| fe(z) dz = Jer ’\”Cdx—{ xe ’\ﬂo +Je_>‘”“dx:
. 0 4

lim -~ 4 [ ‘*xr L 11
=—lim — + |——e S -

T—00 AT A 0 500 \eMT A Y

E¢ = xfg(:r)dxzjx)\e AT Qg =
—00 0
A kovetkezOkben parcialis integralast alkalmazunk, melyben f(z) = 22 és ¢'(z) =
= Xe . Ekkor f'(z) = 2z és g(x) = —e %, {gy
E&? = J 2 fe(r) do = JxQ)\e_)‘x dx = [—.CEQB_)‘I};O + J 2re M dx =
—00 0 0
o2 2 . 2w 2 2 2 2

0

2 1 1
2 2 2
DE=EC-Fi=% %=
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7.8. Cauchy-eloszlas

7.27. Feladat. A Descartes-féle koordinatasikra leejtiink egy egyenest. Tegytik fel,

hogy ennek az o irdnyszoge egyenletes eloszlasi a (—7, ) intervallumon. Hatérozzuk

meg az egyenes 7-val jelolt meredekségének az eloszlas- és stirtiségfiiggvényét! Adja
meg a & = u + on eloszlas- és stirtiségfiiggvényét is, ahol 4 € R és o > 0.

Megoldds.
F,(z) =P(n<z)=Ptga <z) =P(a < arctgz) =
tog — (—T
— arcﬂgx Sr 2> = — + —arctgz.

Mivel ez differencialhato fiiggvény, ezért n abszolit folytonos, tovabba

i) = Fifa) =~

Maésrészt

_ _ 1 1 _
Fg(x):P(u+0n<x):P<n<xa’u):Fn<x M)ZQ—l—ﬂarctg(x 'u),

igy

7.28. Definicid

Ha a & abszolut folytonos valészintiségi valtozo strtiségfiiggvénye

R—R T) = )
ff 9 fE( ) 7]_0_2_'_71_(1,_”)2
ahol u € R és o > 0, akkor &-t u helyparaméteri és o skdalaparaméteri Cauchy-
eloszlasi valoszintiségi valtozonak nevezziik. Ha = 0 és o = 1, akkor standard
Cauchy-eloszlasrol beszélink.

A 7.27. feladat megoldésa értelmében f¢ valéban stirliségfiiggvény, tovabba teljesiil
a kovetkezo két tétel.

7.29. Tétel

Ha & p helyparaméterti és o skdlaparaméterti Cauchy-eloszlasu valészintiségi
valtozo, akkor az eloszlasfiiggvénye

1 1 —
Fe:R—= R, Fez)= 5 + Warctg<$ . ,u>'
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Ha ¢ standard Cauchy-eloszlasa valészintiségi valtozo, p € R és o > 0, akkor
i+ o€ Cauchy-eloszlasi p és o paraméterekkel.

—2 2 —4 4

Standard Cauchy-eloszlas stirliség- és eloszlasfliggvénye

Cauchy-eloszlasu valészintiségi valtozonak nem létezik varhato értéke.

Bizonyitds. Legyen & standard Cauchy-eloszlasu valoszintiségi valtozd. Ekkor

0 0 0
és
( ( 1 i 2 1
—r _ T . 0
— de= | ————dae = — ———dox = —|In(1 2 = 00.
J< 7)fe(w) da Jﬂ'(l—i—l‘g) YT o J 1+22 7 zw[n( “Cﬂ_oo 00

Ezért az 5.16. tétel alapjan nem létezik £-nek varhato értéke, melybdl kovetkezik a
tétel.

7.32. Megjegyzés. A u helyparaméter az igynevezett medidnnal egyenlo, azaz

1 1 w—pu 1
P <) = 3 + 7Tarctg(o_) =5

7.9. Normalis eloszlas

7.33. Jelolés

Vezessiik be a kovetkezo jelolést, melynek kiemelt szerepe lesz a valdszintiség-

szamitasban:
1 22
e 2.

V2m

e:R=>R, p(z):=
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Legyenek &1, &, ... fliggetlen, azonos eloszlast, véges pozitiv szérasi valdszintiségi
valtozok. Ekkor az S, := & + & + - - - + &, standardizaltjanak a hatareloszlasa egy
olyan abszolut folytonos valdszinliségi valtozd eloszlasaval egyezik meg, melynek
strtiségfiiggvénye ¢, azaz minden x € R esetén

__[S.,—ES, (

Ez az tgynevezett centralis hatareloszlasi tétel, melyrél késobb még lesz sz6. Az
eredmény meglepd, hiszen barmely véges pozitiv szérasu eloszlas esetén ugyanahhoz
a hatareloszlashoz jutunk az el6z6 modon.

7.34. Definicid

A £ abszolut folytonos valdszintiségi valtozét standard normdlis eloszlasiunak
nevezzik, ha a strtségfiiggvénye .

A p valéban stirtiségfiiggvény. A bizonyitashoz legyen

W= J o(x) dz.
Mivel
1 7w2 _y2 1 22 y2
W?=_— J e 2 dx [ e2 dy=— J J e 2 dx dy,
2m 2m

igy x :=rcosw és y :=rsinw (0 <7 < 00, 0 < w < 27) helyettesitéssel kapjuk,
hogy

00 2T [e)

9 1 _r? _r2 _r2]®°
W= — re” 2 dwdr = | re 2dr:{—e 2} =1.
21 0

00 0

A helyettesités soran felhasznéltuk, hogy a Jacobi-determinans

oz go COS W T sin w

gT gw =1 =rcos’w+ rsinfw = r.
9y 9y sinw rcosw

or Ow

Mivel p(z) > 0 minden = € R esetén, ezért W > 0. EbbSl W = 1.

7.35. Jelolés

Standard normalis eloszlasi valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét ®-vel

jeloljiik, azaz

1 t2
= — e 2z dt.
\ 2T I

—00

O:R—-R P(z):
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75 1--/

9 2 —9 2

Standard normalis eloszlas stirliség- és eloszlasfiiggvénye

7.36. Tétel

A standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényére illetve
a striségfiiggvényére minden x € R esetén teljesiilnek a kovetkezok:

(—2) = ¢().
(—2) =1 - ().

(1) ¢

(2) @

(3) ®(0) =0,5.
(4) @

(5) ¢

2

4

szigoruan monoton noveked6 és mindenhol differencialhato.

5

a (—o0, 0] intervallumon szigorian monoton névekedd, a [0, co) inter-
vallumon pedig szigortian monoton csokkeno fiiggvény.

Bizonyitds. (1) Az allitast behelyettesitéssel ellendrizhetjik.
(2) Az el6z6 pont miatt

—x

B(—x) = J o(t)dt = Tgp(t) dt = T@(t) dt — J p(t)dt =1 — (x).

—0o0 T —0o0 —0o0
(3) Az el6z6 pont kovetkezménye x = 0 vélasztassal.

(4) A definiciébdl p(t) > 0 minden ¢ € R esetén. Ezért ha x; < z, akkor

z2

J (t)dt > 0.
Ebbol pedig
O(rp) = J (t)dt < J (t)dt + J (t)dt = J o(t) dt = O (x,).

A differencialhatésag abbdl kovetkezik, hogy ¢ folytonos.

(5) Az &llitds a természetes alapt exponencidlis fiiggvény szigortian monoton néveke-

désébol kovetkezik.
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7.37. Megjegyzés. A ® nem elemi fliggvény, azaz nincs zart alakja. Kiszamolni egy
adott helyen a helyettesitési értékét a Taylor-soraval lehet, amit a kovetkezé médon
hatarozhatunk meg.

xT x 2 k; x
1 2 1 > (-%) 1 & (=1)F J
O(xr) = — T2 dt = — ~———dt = R dt =
e R P e |
1 Z (— 1)k z lim y*r ! i (— 1)k o2k
\/27r 2k k! 2k+1 y—— 002k+1 2k(2k + 1)k!

2k+1

— 1
yrso \/QWI;]Qk 2k+ )k'y

Ezt x = O-ra felirva kapjuk, hogy

_ _ 1 (=" 2ht1
= 2(0) = - lim Norsa Z 2k (2k + 1)k!”

DN | —

melybdl

11 & (=D g
P(z) = = i
(@) =5+ 7 ,;0 k(2K + 1)k

A 7.36. tétel (4) pontja lehetévé teszi, hogy a ® eléz6 képlettel szamolt kozelits értékeit
tablazatba rendezziik. (Lasd 102. oldal.) A (2) pont szerint ebben a tédbldzatban elég
a pozitiv x-ek helyettesitési értékeit feltiintetni.

Megemlitjik még a ®(z) egy egyszerii kozelité formuldjat. Johnson és Kotz
1970-ben bizonyitottak, hogy az

1—0,5(1+ ax + ba® + cx® + da*)™*
kifejezéssel x > 0 esetén 2,5 - 10~4-nél kisebb hibaval kozelitheté ®(x), ahol

a = 0,196854, b = 0,115194, ¢ = 0,000344, d = 0,019527.

7.38. Tétel

Ha ¢ standard normalis eloszldst, akkor E€ = 0 és D¢ = 1.

Bizonyitds. A £-nek véges a varhato értéke, mert
oo

J 2] 1 ‘éd 2 J ‘éd 2 [ _I;TO 2
T e r=— | ze r=—|—e¢ = —.
V2T V2T ) V2T 0 V2T

—00

2 .
Az integraldsban felhasznéltuk, hogy |z|e 2 péros. Igy xz¢(x) paratlansiga miatt

[eo]

E¢ = J zo(x)dr = 0.

—00
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.2
Legyen f(x) :=x és ¢'(z) := xe™2 . Ekkor parciélis integralassal

2 T 22 2 227° 2 22
E¢ = J 22o(r)dr = —— J e T dr = [—xe‘?] - — J —e 2 dx =

21 \ 2T 0 \ 2T )
2 2 [ . 2 1 1 .
= ——— lim +Jedw— lim + J e zdr=1
V 27T T—00 % 27T 5 V 27T Z—00 xe% \Y/ 27T

Ebbél D?¢ = E£2 —E*¢ = 1.

7.39. Definicid

Legyen m € R, ¢ > 0 és n standard normélis eloszlast valdszintiségi valtozo.

Ekkor a & := on 4+ m valészinliségi valtozot m és o paraméterti normadlis
eloszlasunak nevezziik.

A standard normaélis eloszlasu valdszintiségi valtozé m = 0 és 0 = 1 paraméterti
normalis eloszlasu.

7.40. Tétel

Legyen m € R, 0 > 0 és & egy m és o paraméteri normalis eloszlasu valoszi-
ntiségi valtozo. Ekkor € abszolat folytonos, tovabba minden x € R esetén

Fg($)—®<x_m> 4 fg(x)—igo(x_m).

o o

\

Bizonyitas. Legyen n standard normalis eloszlasu. Ekkor

Fe(z) =P(on+m < z) :P<77< x;m) :(D(x—m).

g

Ez mindeniitt differencialhato, igy £ abszolit folytonos és

felw) = F) = () o (T = (T,

g (2

7.41. Megjegyzés. Az eloz6 tételbol kovetkezik, hogy ha & egy m és o paraméterii
normalis eloszlasu valoszintiségi valtozo, akkor

1 _(@=—m)?
e 202

feeR= R, fe(x) =

o\ 2w

és .
1 _(t=-m)?
Fg: R — R, Fg(l‘) = e 202 dt.
oV 2T

—00
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Legyen m € R, 0 > 0 és & egy m és o paraméteri normalis eloszlasu valoszi-

niiségi valtozé. Ekkor E€ = m és D? ¢ = o2

Bizonyitas. Legyen n standard normalis eloszlasu valoszintiségi valtozo. Ekkor
E¢=E(on+m)=0cEn+m=m,

tovabba
D?¢ = D*(on+m) = 0> D?*n = o

7.43. Feladat. Egy gyar alkatrészeket készit. Ezek élettartama normaélis eloszlasti
valészintiségi valtozd 1170 6ra varhatd értékkel és 100 éra szorassal. A gyar az
alkatrészekre garanciat vallal. Hany 6ras miikodésre szoljon a garancia, ha a gyar
legfeljebb 5% garanciaigényt kivan kielégiteni?

Megoldds. Ha t 6rara vallalnak garanciat, akkor a feladat szerint

(1170 — t)
100 /-
Ebb6l & szigortian monoton névekedése és ®(1,64) ~ 0,95 alapjan

164 < 1170—25’
100

melybol t < 1006, azaz legfeljebb 1006 érara szdéljon a garancia.



8. fejezet

A valdszintliségszamitas hatarérték-
tételei

8.1. A nagy szamok torvényei

A val6sziniiség fogalmanak meghatarozasakor a matematikai modelliinkben felté-
teleztiik a Bernoulli-féle tapasztalat alapjan, hogy a valészintiség 6rokli a relativ
gyakorisag legfontosabb tulajdonsigait: az értéke nemnegativ, a biztos esemény
valészintisége 1 és o-additiv. Felmeriil a kérdés, hogy elég-e csak ennyit feltételezni a
valoszintiségrol 7 Azaz ez alapjan megmutathato-e a modelliinkben Bernoulli tapasz-
talata, miszerint egy esemény relativ gyakorisaga a kisérletek szaméanak novelésével
egyre kisebb mértékben ingadozik az esemény valosziniisége koriil? A modell akkor
lesz jo, ha ez az eddigiek alapjan bizonyithato tétel. Errdl lesz sz6 ebben a szakaszban.

A kovetkezo definicioban elGszor azt tisztazzuk, hogy mit jelent a modelliinkben,
hogy egy valészintiségi valtozo sorozat egyre kisebb mértékben ingadozik egy konstans
koriil.

8.1. Definicid

Legyenek &, &, ... valoszintiségi valtozok és ¢ € R. Ha minden € > 0 esetén

lim P(‘{n — c’ > 8) =0

n—oo

teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy &, sztochasztikusan konvergdl c-hez.

A tovabblépéshez a kovetkezo tételre lesz sziikségiink :

8.2. Tétel Csebisev-egyenlétlenség

Ha & véges szorasu valoszintiségi valtozo, akkor minden € > 0 esetén

P(l¢-Bé¢l 2 ) ng

91
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Bizonyitds. Legyen ¢ := &2 és n = (£ — E&)% Ekkor c-re és n-ra teljesiilnek a
Markov-egyenlétlenség (5.9. tétel) feltételei. Igy

s2P<\§—E§\ 25) —22P(n><?) <Ep=D¢

8.3. Tétel Bernoulli-féle nagy szamok torvénye

Legyen o, egy n-ed rendli p paraméterti binomialis eloszlasi valoszintiségi
valtozo6. Ekkor minden € > 0 esetén

- 1
(|22 ) <202 ®
n

amibdl kovetkezik, hogy 2* sztochasztikusan konvergal p-hez.

\_

Bizonyitds. Legyen € > 0 adott. Ekkor a Csebisev-egyenlétlenség feltételeit ne és o,
teljesitik, igy

D? o,

n2e?

P<]Qn —Eo,| > na) <

teljesiil. Masrészt E o, = np és D* o, = np(1 — p). Ezeket beirva

1— 1—
OgP(IQn—nMZnE):P(Q’”‘_p‘zg)S”P( p) _p(1-p)
n n2g2 ne2
ad6dik. Ebbsl
p(L—p)

lim =0
n—oo ngQ

miatt kovetkezik, hogy 2 sztochasztikusan konvergal p-hez.

8.4. Megjegyzés. Ha o, egy A esemény gyakorisaga, ahol n a kisérletek szama, akkor
0, binomialis eloszlasi valészintiségi valtozé n-ed renddel és p paraméterrel, ahol p az
A esemény valészintisége (ldsd a 7.6. megjegyzést). Igy (8.1) erre is teljesill, azaz egy
esemény relativ gyakorisaga sztochasztikusan konvergal az esemény valosziniségéhez.

8.5. Megjegyzés. A Bernoulli-féle nagy szamok torvényében akkor is tudunk felsé
becslést adni, ha p értéke nem ismert. Ugyanis p(1 — p) < i mindig teljestl, igy

On
Pl|— —»p| > < )
(n p‘_6>_4n52

A feladatokban gyakran hasznélhat6é a kovetkezO becslés, ami ekvivalens a (8.1)
egyenlGtlenséggel :
i

A Bernoulli-féle nagy szamok torvényének jelentosége, hogy a bevezetésben leirt
tapasztalatot fejezi ki. Vagyis a valoszinliségszamitasban, mint a véletlen jelenségeket
leiré modellben, a valdszinliség és a relativ gyakorisag hasonlé kapcsolatban van,
mint amit a tapasztalat mutat.

pl-p) o, 1
nez 4dne?

Qn—p‘<€>21—
n
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8.6. Feladat. Hany dobast kell végezniink egy szabdlyos kockaval, hogy a 6-os dobas
valészinliségét a 6-os relativ gyakorisaga legalabb 0,9 valdszintiséggel 0,01-nél kisebb
hibaval megkozelitse? Oldjuk meg a feladatot akkor is, ha a kocka cinkelt, azaz a
6-os dobasanak a valdsziniiségét nem ismerjiik!

Megoldds. Szabélyos kockanal a 6-os dobasanak valdszintisége p = é. Igy a Bernoulli-
féle nagy szamok torvénye és a 8.5. megjegyzés alapjan

P
teljestil. Ebbdl kévetkezben n > 13 889, azaz legalabb 13 889-szer kell dobni. Ha a
kocka cinkelt, akkor hasznaljuk a p(1 — p) < I egyenlStlenséget. Igy

1

1.5
76>09
- 0,012 ’

Q”—p’<001>>1—
n

Q”—p'<001>21—

(I

melybdl n > 25000 adodik.

1
- >
An - 0,012 = 0.9,

A 7.4. feladatban lattuk, hogy fiiggetlen, azonos paraméterii karakterisztikus
eloszlast valoszintiségi valtozok Osszege binomidalis eloszlast, igy erre a Bernoulli-féle
nagy szamok torvénye teljesiil. Vajon mas, nem feltétleniil karakterisztikus eloszlasu
valoszinliségi valtozok Osszegére mit allithatunk?

8.7. Tétel A nagy szamok gyenge torvénye

Legyenek &1, &, ..., &, véges szorasu, azonos eloszlasu, paronként fliggetlen
valdszintiségi valtozok, tovabba legyen S, := & + & + - - - + &,. Ekkor minden
e > 0 esetén

P

teljesiil, melybdl kovetkezik, hogy sztochasztikusan konvergal E &;-hez.

Sn

n

D&
ne?

2€>§

\_

Bizonyitds. Az %” valoszintiségi valtozora teljesiilnek a Csebisev-egyenlotlenség felté-

telei, ezért
D?( 2=
P((% - p(%)] > ) <« 2
€

Sh 1 i 1 1>
E() = nE<;§Z) = ﬁ;Efz = ﬁ;E& =E&§

n

teljesiil. De

és a paronkénti fliggetlenség miatt

DQ()=MD2<;&>:M;DQ — g —D251,

n
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igy teljesiil a tételben szerepl6 egyenl6tlenség. Mivel

. D*¢
lim

=0
n—oo ngQ !

ezért ebbdl kovetkezik, hogy %" sztochasztikusan konvergal E &;-hez.

8.8. Megjegyzés. Ha a nagy szamok gyenge torvényében &; egy rogzitett A esemény
indikdtorvaltozdja és &1, &, . . . , &, fliggetlenek (nem paronként), akkor a Bernoulli-féle
nagy szamok torvényét kapjuk.

Hincsin bizonyitotta, hogy a nagy szamok gyenge torvényében % akkor is szto-
chasztikusan konvergal E &;-hez, ha a véges szoras létezése helyett csak a véges
varhato érték létezését feltételezziik.

A nagy szdamok gyenge torvénye alapjan egy véges varhaté értéki valoszintiségi
valtozo tobb mérési eredményének szamtani kdzepe a mérések szamanak novelésével
a valoszinliségi valtozd varhato értéke koriil ingadozik. Azaz varhatoan ezt az értéket
kozeliti meg az atlag. Ezt a torvényt a tapasztalat is megerositi. Ez alapjan neveztiik
el a varhato értéket.

A kovetkezd tétel a gyenge torvénynél erdsebb allitast fogalmaz meg.

8.9. Tétel A nagy szamok Kolmogorov-féle erds torvénye

Legyenek &, &, ... fliggetlen, azonos eloszlasu, véges varhatd értékili valoszini-
ségi valtozok. Ekkor S, := & + & + - - + &, jeloléssel
Sn
lim — =E¢& m.b.
n—oo n,
teljesiil.
\_

Etemadi (1981) és Petrov (1987) eredményei alapjan kideriilt, hogy a nagy szamok
Kolmogorov-féle erds torvényének allitasa paronkénti fiiggetlenség esetén is igaz marad.
Ezt nevezzik a nagy szdmok Etemadi-féle erds torvényének. Ebbol bizonyithato a
nagy szamok gyenge torvénye, de forditva nem. Ezért az . erds” illetve ,,gyenge” jelzo.

A nagy szamok Kolmogorov-féle erds torvényében, ha E & = 0 teljestl, akkor
%” majdnem biztosan 0-hoz konvergal. Ezt az allitast Marcinkiewicz és Zygmund
1937-ben altaldnositottak arra az esetre, amikor n helyett n'/" van a nevezében, ahol

0<r<?2.

8.10. Tétel A nagy szamok Marcinkiewicz—Zygmund-féle erés torvénye

Legyenek &1, &, ... fliggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozok és legyen
Sn :£1+§2++€n

(1) Ha0 <r <1és E|&]" € R, akkor

. 5y
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(2) Ha1 <r <2 E|&]" € R és E& =0, akkor

lim Sn

n—oo0 pl/7

=0 m.b.

Konnyen lathato, hogy ebbol r = 1 valasztassal adodik a nagy szamok Kolmogorov-

féle ercs torvénye. Az r = 2 esete, azaz % mar méas kategoria, amivel a centralis

hatéreloszlasi tétel foglalkozik (lasd a 8.12. megjegyzésben).

8.2. Centralis hatareloszlasi tétel

A kovetkezd tétel ravilagit a normalis eloszlas kézponti jelentéségére.

8.11. Tétel Centralis hatareloszlasi tétel

Legyenek &1, &, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu, véges pozitiv szorasu valdszint-
ségi valtozok. Ekkor az S,, := & + &+ - - +&, standardizaltjanak hatareloszlasa
standard normalis, vagyis minden = € R esetén

lim Fz (z) = ®(x),

n—o0 Sn

ahol
_ S, —ES, _ S, —nE&

Sn = DS,  aD&

\

Ha a &; valészintliségi valtozok kozos eloszlasa p paraméterii karakterisztikus
eloszlas, azaz S,, minden n-re n-edrendi p paramétert binomialis eloszlasu valoszi-
niiségi valtozo, akkor a centralis hatareloszlas tételbdl specidlisan az igynevezett
Moivre — Laplace-tételt kapjuk. Ezek szerint tehat

lim P<Sn—71p < x) = d(z),
" \ynp(l—p)

vagyis nagy n esetén

P(S, < 2) ~ q)(—p)
np(l —p)

Igy tehat a binomiélis eloszlést kozeliti a normélis eloszls. Példaul, ha n = 1000 16vést
adunk le egy célra, és minden 16vés egymastol fliggetlentil p = 0,11 valdszintiséggel
talal, akkor annak a valoszinlisége, hogy 100-nal kevesebbszer talalunk célba

9 /1000 100 — 110
P(S1000 < 100) = > ( ) 0,117 - 0,891000-% ~ @() ~ 0,1562,
=\ k /110-0,89

ahol Siggp a taldlatok szama.
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8.12. Megjegyzés. Legyenek &, &y, . .. fliggetlen, azonos eloszlast, véges pozitiv szérdsu
valoszintiségi valtozok. Ha E & = 0, akkor .S, := & + & + - - - + &, jeloléssel a centralis
hatareloszlasi tétel alapjan

. S _
minden z € R esetén. Igy

) € Sy, € B e e\ e
JirgoP(_DflSﬁD&fD&)‘q)(Da) Cb( D&) M(D@) !

minden € > 0 esetén. Ebbdl konnyen lathato, hogy

(o) ()

minden ¢ > 0 esetén. Igy ekkor % nem konvergdal sztochasztikusan 0-hoz. Példaul

e = D& esetén 2@(—D€§1) ~ 0,3174, azaz még nagyon nagy n-ek esetén is az %

jelentos valdszintiséggel jobban eltér 0-tél, mint D &;, bar nagyobb az esélye, hogy ez

nem kovetkezik be. Hasonl6 okoskodassal lathatd, hogy nagyon nagy n-ek esetén is az

% nagy valdszintiséggel a 0-t6l nem tavolodik el nagyon, de pozitiv valészintiséggel

\%] tetszélegesen nagy lehet.

8.13. Megjegyzés. Dobjunk fel tobbszor egymasutan egy szabélyos pénzérmét. Jelolje
S, a fej dobasok gyakorisagat n dobas utan. Ekkor 1éteznek olyan &, &, ... fligget-
len valészintliségi valtozok, melyek mindegyike p = % paraméterii karakterisztikus
eloszlastt és S, = & + -+ + &, teljesiil minden n € N esetén. Igy a nagy szdmok
Kolmogorov-féle erés torvénye alapjan

lim & = L m.b.,
n—oo n
melybol
lim n— S = lim (n_1> =2—1=1 m.b.
n—00 Sn n—o00 n

Tehat azt kaptuk, hogy az irds és a fej dobasszamainak aranya 1-hez konvergal
majdnem biztosan. Gyakran vonjak le ebbol azt a kévetkeztetést, hogy a fej és iras
dobasok szamai ,kiegyenlitédnek” a dobdsok szamanak novelésével, azaz

|Sn — (n— S,)| = |25, — n|

majdnem biztosan 0-hoz konvergal. De ez nem igaz!

Legyen K egy tetszoleges pozitiv szam. Mivel S, egy n-edrendii % paraméterii
binomialis eloszlasu valoszinliségi valtozo, igy a Moivre — Laplace-tétel szerint, nagy
n esetén

P(12S, — n| > K) = P(2S, —n > K) + P(2S, —n < —K) >
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>P(2S,—n>K)+P2S,—n<-K)=
=1- (QSn—n<K)—I—P(25’ —n<—-K)=

SRR R R CER S
(5 3—3)+¢(—§+3—3):
o) o) ()

K
lim 2—2@() =2-20(0)=2-2-05=1,
n—00 \/ﬁ
ezért barmilyen nagynak is valasztjuk a K értékét, n névelésével egyre nagyobb annak

a valosziniisége (hatarértékben 1), hogy a fej dobasok és az irds dobasok szamainak
kiilonbsége abszolut értékben K-nal nagyobb.

22
64

-

3

Mivel

A centralis hatareloszlasi tétel szemléltetése

Legyenek &1, &, ... fliggetlen, azonos eloszlasu, véges pozitiv szérasu valdszinliségi
valtozok. Ekkor S, 1= & + & + -+ + &, jeloléssel a centralis hatareloszlasi tétel

alapjan
S 7’LE§1 . .
nll_>r1010P< NG < x) = d(x) = J o(t) dt,

igy kis Az > 0 esetén

z+Ax
—nE
limP<x§M<x+Ax>: J o(t) dt

Q

Jim NG o(x)Az.

Ebbol nagy n és kis Az > 0 esetén

1 Sn nkE& N
AxP< <~ /D& <x+Ax>~go(x)

teljesiil minden x € R esetén. Ha gy annak az eseménynek a gyakorisaga, hogy S,
standardizéltja az [z, 2 + Ax) intervallumba esik N darab (n elemii) kisérletsorozat
utan, akkor a nagy szamok Bernoulli-féle torvénye alapjan, nagy N esetén

ON S, —nE& )
— ~Plx< <+ Ax
N ( N \/_Dfl

Igy, ha n és N nagy, tovabba Az > 0 kicsi, akkor

~

NAzx

minden = € R esetén. Ezt a tapasztalat is igazolja.

ON (:1:)
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Galton-deszka, bolyongas

Az aldbbi sematikus abran egy un. Galton-deszkat lathatunk.

dITT

A piros golyét a nyil iranydban leejtve nekitutkozik egy sziirkével jelolt éknek. Ezutan
0,5 valészintiséggel jobbra illetve 0,5 valdszinliséggel balra esik. Ezutan megint egy
éknek utkozik stb., majd kikot valamelyik folyosén. Sok golyot leejtve, azok milyen
eloszlasban helyezkednek el a folyosékon ?

Ezt a folyamatot a kovetkezOképpen is at lehet fogalmazni: Egy szabalyos pénz-
érmét feldobunk. Ha a fej oldalara esik, akkor 1 forintot nyeriink (a goly6 jobbra
esik), ellenkez6 esetben pedig 1 forintot veszitiink (a golyé balra esik). Ezt a jatékot
tObbszor megismételve az dssznyeremény azt jelképezi, hogy a Galton-deszka melyik
folyosojan landolt a golyd.

Ez utébbi folyamat altalanositasa, ha egy jatékban p valdszintiséggel nyertink
1 forintot és 1 — p valdszintiséggel veszitiink 1 forintot. Ezt nevezziik p paraméterii
bolyongdsnak. Jelolje S,, az dssznyeremény értékét n jaték utéan és legyen g, a nyerések
szama ezekben a jatékokban. Ekkor n — o, a veszitett jatékok szama, igy

Sn = 0n — (n— 0,) =20, — n.

Masrészt o, egy n-edrendii p paraméterii binomialis eloszlasu valdszintiségi valtozo
(hiszen a nyerések gyakorisiga), igy

mn n+k n+k

P(Sy =k) =PQ2on —n=Fk) = P(Qn = an) = ("T”“)pT(l -p)" 7

ahol"T*k € {0,1,...,n},azaz k € {—n,—n+2,—n+4,...,n}. Ekkor
ES,=E(20,—n)=2Ep,—n=2np—n=n(2p—1)

és
D? Sn = D2(2Qn - n) = 4D On = 4np(1 _p)'

Ezért a centralis hatareloszlasi tétel alapjan

lim P (Sn —np-1) < x) = P(x)

=\ gy ap(1 - p)
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minden x € R esetén.
Specidlisan p = 0,5 esetén (vagyis amit a Galton-deszka modellez)

n

s - ()

2

ahol k € {-n,—n+2,—n+4,...,n},ES,=0,DS, =/nés

nh_}rg@P(j% < 3:) = ®(x).

Ebbol = helyére % irva adodik, hogy nagy n esetén

P(S, <z) =~ @(\j%)

Ezek szerint tehat, ha k az 5, egy lehetséges értéke és n nagy, akkor

P(S, = k) = P(k < S, < k+1) ~ @(’“\;) _q><¢’%> _

Ebbol lathato, hogy a Galton-deszkaban sok golydt leejtve, azok a normalis eloszlas
strtiségfiiggvényére jellemzo ,harang” alakban fognak elhelyezkedni, azaz a szélek
felé haladva egyre kevesebb goly6 helyezkedik el az egyes folyosokon.

8.3. Iteralt-logaritmus tétel

A nagy szamok Marcinkiewicz — Zygmund-féle erés torvénye szerint, ha &, &, . ..
fiiggetlen, azonos eloszlast valdszintiségi valtozdk, E|&|" € R és E& = 0, akkor
0 < r < 2 esetén az S,n~'/" majdnem biztosan 0-hoz tart. Ugyanakkor » = 2 esetén
a centralis hatareloszlasi tétel szerint S,n~/2 bar nagy valészintiséggel a 0-t61 nem
tavolodik el nagyon, de pozitiv valészintiséggel |S,n~1/?| tetsz6legesen nagy lehet.
Ezen két tétel ,kozott van” az iteralt-logaritmus tétel, amely szerint az S,-t alkalmas
normald tényezével osztva, a sorozat realizacioi ,nem hizoédnak ossze O-ra”, de nem
is ,kenddnek szét” a szamegyenesen.

8.14. Tétel Iteralt-logaritmus tétel

Legyenek &1, &, ... fliggetlen, azonos eloszlasi, véges pozitiv szorasu valoszi-
niiségi valtozok. Ha E & = 0, akkor S, := & + & + - -+ + &, jeloléssel
Sn
lim sup =1
n—co D &14/2n1n(Inn)
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és

Sn

lim inf = -1

"7 DE&y/2nin(lnn)

majdnem biztosan.

Ezen tétel alapjan tehat az
S

D& y/2nln(lnn)

sorozatnak végtelen sokszor kell az 1 kozelébdl a —1 kozelébe jutnia és viszont.
Azonban a valésagban ezek az atjutasok nagyon lassan torténnek.
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Standard normalis eloszlas tablazata

P(z)

P(x)

@(z)

@(z)

P(z)

o(x)

0,00

0,30

0,39
0,40

044

0,5000
0,5040
0,5080
0,5120
0,5160

0,5199
0,5239
0,5279
0,5319
0,5359

0,5398
0,5438
0,5478
0,5517
0,5557

0,5596
0,5636
0,5675
0, 5714
0,5753

0,5793
0,5832
0,5871
0,5910
0.5948

0,5987
0 6026
0,6064
0,6103
0,6141

0,6179
0,6217
0,6255
0,6293
0,6331

0,6368
0,6406
0,6443
0 6480
0,6517

0,6554
0,6591
0,6628
0,6664
0,6700

0,54
0,55

0,64
0,65

0,6736
0,6772
0,6808
0,6844
0,6879

0,6915
0,6950
0,6985
0,7019
0,7054

0,7088
0,7123
0,7157
0,7190
0,7224

0,7257
0,7291
0,7324
0.7357
0,7389

0,7422
0,7454
0,7486
0,7517
0.7549

0,7580
0,7611
0,7642
0,7673
0,7704

0,7734
0,7764
0,7794
0,7823
0,7852

0,7881
0,7910
0,7939
0, 7967
0,7995

0,8023
0,8051
0,8078
0,8106
0,8133

1,19
1,20

1,29
1,30

0,8159
0,8186
0,8212
0,8238
0,8264

0,8289
0,8315
0,8340
0,8365
0,8389

0,8413
0,8438
0,8461
0,8485
0,8508

0,8531
0,8554
0,8577
0,8599
0,8621

0,8643
0,8665
0,3686
0,8708
0.8729

0,8749
0,8770
0,8790
0,8810
0,8830

0,8849
0,8869
0,3888
0,8907
0,8925

0,8944
0,8962
0,8980
0,8997
0,9015

0,9032
0,9049
0,9066
0,9082
0,9099

1,49
1,50

1,54
1,55

0,9115
0,9131
0,9147
0,9162
0,9177

0,9192
0,9207
0,9222
0,9236
079251

0,9265
0,9279
0,9292
0,9306
0,9319

0,9332
0,9345
0,9357
0.9370
0,9382

0,9394
0,9406
0,418
0,9429
0.9441

0,9452
0 9463
0,9474
0, 0484
079495

0,9505
0,9515
0,9525
0,9535
0,9545

0,9554
0,9564
0,9573
0,9582
079591

0,9599
0,9608
0,9616
0,9625
0,9633

1,89
1,90

1,99
2,00

2,18
2,20

2,38
2,40
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0,9641
0,9649
0,9656
0,9664
0,9671

0,9678
0,9686
0,9693
0,9699
0,9706

0,9713
0,9719
0,0726
0,9732
0,9738

0,9744
0,9750
0,9756
0 9761
0,9767

0,9772
0,783
0,9793
0,9803
0,9812

0,9821
0,9830
0,9838
0,9846
0,9854

0,9861
0,9868
0,9875
0,9881
0,9887

0,9893
0,9898
0,9904
0,9909
0,9913

0,9918
0,9922
0,9927
0,9931
0,9934

3,50

0,9938
0,9941
0,9945
0,9948
0,9951

0,9953
0,9956
0,9959
0,9961
0,9963

0,9965
0,9967
0,9969
0,9971
0,9973

0,9974
0,9976
0,9977
0.9979
0,9980

0,9981
0,9982
0,9984
0,9985
0,9986

0,9987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997

0,9998
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