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Bevezetés

Ez az osszedllitas az Eszterhazy Karoly Katolikus Egyetem ,, Vilogatott fejezetek valo-
sziniségszamitdsbol és statisztikabol” cimi kurzusdhoz késziilt a matematika szaktanari
képzésen beliil. Ahogy a targy cimébdl is kideriil két fejezetbol all a tananyag.

A valdszintiségszamitason belil a klasszikus hatarérték tételekre helyezziik a hang-
sulyt. Az elmélet targyalasan tul f6 célunk ezeknek a tételeknek a szamitogépes szimu-
lacidja.

A matematikai statisztikdn beliil a szérasanalizissel és a regresszidszamitassal fog-
lalkozunk. A szamitasokat itt is szamitégépen végezziik.

A feladatok megoldasait magyar nyelvii Excelen mutatjuk meg. Excel 2010 vagy
ennél ujabb verziéval dolgozzon, amely a gépre van telepitve, azaz nem online verzié.
A jegyzetben hasznalt jelolések megegyeznek az irodalomban megadott jegyzetek jelo-
léseivel. A jegyzet szabadon letoltheto a kovetkezo cimrol:

https://tomacstibor.uni-eszterhazy.hu/tananyagok/Valoszinusegszamitas_szaktanar.pdf


https://tomacstibor.uni-eszterhazy.hu/tananyagok/Valoszinusegszamitas_szaktanar.pdf

1. fejezet
Valoészintliségszamitas

1.1. A nagy szamok Bernoulli-féle torvénye

1.1. feladat. Modellezzen 10000 dobast egy szabélyos dobdkockaval. Szamolja ki
minden dobds utédn a hatos dobés relativ gyakorisdgat (azaz a hatos dobasok és az

osszes dobas szamanak aranyat), majd vizsgalja annak viselkedését.

Megoldas. Nyisson meg egy iires Excel lapot.
1. Jelolje ki az A1:A10000 cellatartomanyt. Ehhez a Név mezobe irja be, hogy
A1:A10000, majd El3-
2. Gépelje be a kovetkezSt: [=VELETLEN.KGZOTT (1;6)], majd (gl + EXad Ezzel az A

oszlop els6 10000 soraba olyan pszeudo-véletlen szamokat general, melyek 1-t6l

6-ig minden egész szamot azonos valdszintiséggel eredményezhetnek.
3. A B1 cellaba gépelje be a kovetkezOt : [=DARABTELI (A$1:A1;6) /SOR(A1)], majd kat-

tintson kétszer a kitoltGjelre. (A kitoltdjel a kijelolt cella vagy cellatartoméany
jobb alsé sarkaban talalhato pici négyzet. A DARABTELI fiiggvény 2023. marciu-
sa utdni Excel-verzikban DARABHA néven érheté ell) Ezzel minden dobas utan

megadtuk az addigi dobasokban a hatosok relativ gyakorisagat.

4. A relativ gyakorisdg vizsgilatahoz jelolje ki a B oszlopot, [Besziras )) Diagramok )

Pont- (xy) vagy buborékdiagram beszﬂrésa> Pont vonalakkal‘, A vizszintes tengely mini-

mumat allitsa 0-ra, maximumat 10000-re a f6 1éptéket pedig 0,16667-re (% kere-
kitése 5 tizedesjegyre). A fiiggéleges tengely minimumaét allitsa 0-ra, maximumét
pedig 1-re. Ez megrajzolja a dobassorozathoz tartozo relativ gyakorisagot a doba-
sok szamanak fiiggvényében. Az tobbszori megnyomasaval tobb dobdssorozat

esetén vizsgalhatja a viselkedést.

Tapasztalat. A dobasok szamanak novelésével a hatos dobdsok relativ gyakorisaga

egyre kisebb mértékben ingadozik ¢ koriil.



1.2. feladat. Mas véletlen kisérletben is hasonlo a tapasztalat ? Példaul modellezzen
10000 dobast egy szabdalyos pénzérmével. Szamolja ki minden dobas utén a fej dobas

relativ gyakorisagat, majd vizsgalja annak viselkedését.

Megoldas. Az el6z6 Excel lapon dolgozzon.
1. Javitsa ki az Al cella tartalmat a kovetkezére: |=VELETLEN.KOZOTT(0;1)], majd

. Ez azonos valoszintiséggel generalhat 0-t és 1-et is. A 0 jelentse azt, hogy
irast, az 1 pedig azt, hogy fejet dobunk. Ezt a fej dobés indikatoranak is szoktuk
nevezni.

2. Az A1 cella kitolto jelére kattintson kétszer. Ezzel az el6z6 feladatban generalt
10000 kisérlet minden tagjat megvaltoztatja a fej dobas indikatorara.

3. A tapasztalat megfogalmazasa el6tt vegye észre, hogy most a relativ gyakorisag
masképp is szdmolhaté mint az elébb. Ugyanis a 0 és 1 szamokbdl all6 sorozatban
az 1 szdm relativ gyakorisdga pont ezen szamok szdmtani kozepe. Igy a B1 celldba

egyszeriibb képlet is frhat6: |=ATLAG (A$1:A1)]. Ezt mindenhol kijavitjuk, melyhez

a B1 cella kitolt6 jelére kattintson kétszer.

4. A grafikonon a f6 léptéket javitsa ki 0,5-re.

5. Az tObbszori megnyomasaval tobb dobéassorozat esetén vizsgalhatja a visel-
kedést.

Tapasztalat. A dobasok szamanak novelésével a fej dobasok relativ gyakorisaga egyre

kisebb mértékben ingadozik § koril.

Altaldnossdgban az a tapasztalat, hogy egy véletlen kimeneteld kisérletben eqy adott
esemény relativ gyakorisaga a kisérletek szdmdnak névelésével eqyre kisebb mértékben
ingadozik eqy adott érték koril. Ext az értéket nevezziik az adott esemény valoszinisé-
gének.

Erre a tapasztalatra alapozva a matematikaban a valdszinliség axiomait a relativ
gyakorisag legegyszeriibb tulajdonsagai alapjan hataroztuk meg. Az igy megalkotott

elmélet akkor jo, ha az elébbi tapasztalatot igazolja. Errol szol a kévetkezo tétel.

Tétel (A nagy szamok Bernoulli-féle torvénye). Legyen k,, egy p valdsziniségli esemény

bekovetkezéseinek a szama (gyakorisiga) n kisérlet utan. Ekkor minden e > 0 esetén

Ky,
lim P( ——p’ 25) =0.
n— o0 n

Azaz akdrhogyan is valasztunk egy pozitiv e szamot, a kisérletek szamanak novelé-

sével egyre kisebb eséllyel tér el az esemény relativ gyakorisdga a valdszintiségétol e-nal

nagyobb mértékben. Ez pontosan a gyakorlati tapasztalatot fejezi ki.



1.2. A nagy szamok gyenge illetve Kolmogorov-féle

eros torvénye

=

1.3. feladat. Az el6z6 feladat megolddsaban lattuk, hogy a fej dobas relativ gya-
korisdga szamolhaté szamtani kozéppel, amennyiben annak indikatorat figyeljiik.
Hogyan lehetne ezt megoldani a dobdkocka esetén a hatos dobas relativ gyakorisa-

gaval?

Megoldas. Ehhez annyit kell tenni, hogy hatos dobasakor az 1 szamot irja le, ellenkezo
esetben pedig a 0-t. Ezt nevezziik a hatos dobas indikdtoranak. Az el6z6 Excel lapon
ezt konnyen kiprobalhatja.

1. Javitsa ki az A1 cella tartalmat erre: [=HA (VELETLEN.KOZOTT (1;6)=6;1;0)], majd

ED

2. Az A1 cella kitolt6 jelére kattintson kétszer. Ezzel az elozé feladatban generalt

10000 kisérlet minden tagjat megvaltoztatja a hatos dobas indikatorara.
3. Ekkor a B oszlopban taldlhaté ATLAG fiiggvények méar a hatos dobés relativ gya-
korisdgait adjék. Igy a grafikonon ugyanazt fogja tapasztalni, mint az 1.1. fel-

adatban.

1.4. feladat. Csak egy esemény indikadtoranak szamtani kozepe mutat ilyen kon-

vergens tulajdonsagot, vagy mas valdszintiségi valtozonal is tapasztalhaté hasonlo?

Megoldas. Dolgozzon az el6z6 Excel lapon.
1. Javitsa ki az A1 cella tartalmét erre: [=VELETLEN.KGZOTT (1;6) ], majd [Eiea-

2. Az A1 cella kitolto jelére kattintson kétszer. Ezzel az el6zé feladatban generalt
10000 kisérlet minden tagjat megvaltoztatja a dobdkocka dobasanak eredményé-
re, azaz ezek mar nem indikatorok. Ekkor a B oszlopban taldlhaté ATLAG fiiggvé-
nyek mar nem a hatos dobas relativ gyakorisagait adjak meg, hanem az addigi
dobasok eredményeinek szamtani kozepét.

3. A figgbleges tengely maximumat allitsa 5-re a {6 léptéket pedig 3,5-re.

4. Az tobbszori megnyomasaval tobb dobassorozat esetén vizsgalhatja a visel-
kedést.

Tapasztalat. A dobasok szamanak novelésével a dobéasok értékeinek szamtani kdzepe
egyre kisebb mértékben ingadozik 3,5 koriil. Ezt az értéket a dobas vdarhato értékének

nevezzuk.

Ha egy valoszintiségi valtozéra vonatkozé mérési eredmények szamtani kozepe a
valoszinliségi valtozo varhatd értéke koriil ingadozik, akkor specidlisan egy esemény

indikatora esetén miért az esemény valOszintsége koril figyelheté meg egyre kisebb
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mértékl ingadozas? Azért mert egy esemény indikatoranak varhato értéke megegyezik

az esemény valoszintiségével.

V 1.5. feladat. Ejtsiink le egy ceruzat az asztalra. A véletlen szdm (val6szintiségi
valtoz6) most legyen a ceruza és az asztallap egyik éle altal bezart szog tangense.
Ezt a kisérletet modellezze 10 000-szer. Ekkor is hasonl6 a tapasztalat, mint az el6z6
feladatban?

Megoldas. Dolgozzon az el6z6 Excel lapon.
1. Javitsa ki az A1 cella tartalmét erre: [=TAN(VEL O *P1()/2)], majd [Eieag A VELO

egy pszeudo-véletlen szamot generdl a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlas sze-

rint (azaz a generdlt szam a [0, 1] intervallum barmely h hosszisdgi részinterval-
luméaba h valészintiséggel eshet). Igy a VELO)*PI()/2 a ceruza és az asztal éle
altal bezart szoget modellezi (radidnban). A feladat értelmében ennek vettiik a
tangensét.

2. Az A1 cella kitolt6 jelére kattintson kétszer. Ezzel az el6zé feladatban generalt
10000 kisérlet minden tagjat megvéltoztatja a mostani feladatban leirtakra.

3. A fiiggbleges tengely maximumat és a a f6 1éptéket is allitsa 100-ra.

4. Az tObbszori megnyomasaval tobb dobassorozat esetén vizsgalhatja a visel-
kedést.

Tapasztalat. A dobasok szamanak novelése ellenére is a legvaratlanabb helyeken tor-
ténhet a szamtani kozép értékében hatalmas valtozas, igy az elébb tapasztalt konver-

gens viselkedés itt nem teljestil.

Ennek az az oka, hogy kicsi valdszintiséggel ugyan, de el6fordulhat, hogy a be-
zart szog nagyon kozel lesz a derékszoghoz, amelynek tangense nagyon nagy szam, igy
az addigi atlag értékét jelentésen megvaltoztatja. Ez azt eredményezi, hogy ennek a
valészinliségi valtozonak nem véges a varhaté értéke. Ilyen esetben nincs konvergens
viselkedése a szamtani kozépnek.

Tehat az a megfigyelés, hogy egy valosziniségi valtozora vonatkozo mérési eredmé-
nyek szamtani kozepe a valdsziniségi valtozo vdarhato értéke koril ingadozik eqyre kisebb
mértékben a kisérletek szdmdnak novelésével, csak bizonyos feltételek esetén teljesiil.

Az erre vonatkozo feltételeket és allitast a kovetkezo tétel mondja ki:

Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye). Legyenek &1,&o, ... pdronként figgetlen, azo-
nos eloszldsi, véges szordst valosziniségi valtozok. Ekkor minden € > 0 esetén

lim P( > 8) =0.
n—oo

€1++§n_E§1

n



Azaz ilyen feltételekkel akarhogyan is valasztunk egy pozitiv e szamot, a kisérletek
szamanak novelésével egyre kisebb eséllyel tér el a szamtani kozép a varhatd értéktol
e-nal nagyobb mértékben.

Ugyanezt a tapasztalatot erdsebb allitassal fogalmazza meg a kévetkezo tétel:

Tétel (A nagy szamok Kolmogorov-féle erés torvénye). Legyenek &1, &, ... figgetlen,

azonos eloszldsi, véges varhato értékii valdsziniségi vdltozok. Ekkor

P(lim Gt -t :E§1> = 1.

n—oo n

Azaz ilyen feltételekkel a szamtani kézép 1 valdszintiséggel (masképpen fogalmazva
magjdnem biztosan) a varhaté értékhez konvergl.

Ha a nagy szamok Kolmogorov-féle eros torvényében a , fiiggetlenség” feltételt kicse-
réljik a gyengébb , paronkénti fiiggetlenség” feltételre, akkor a tétel igy is igaz marad.

Ez az in. nagy szamok Etemadi-féle erds torvénye.

1.3. Pénzérme dobasakor a fej és iras dobasok sza-

mainak kiegyenlitodése

1.6. feladat. A szabalyos pénzérme feldobasakor lattuk, hogy a fej dobasédnak a
relativ gyakorisaga %-hez konvergal majdnem biztosan a nagy szamok Kolmogorov-
féle erds torvénye alapjan. Ez jelentheti-e azt, hogy a dobasok szamanak névelésével

a fej és fras dobasok szamai egyre kozelebb kertilnek egymashoz, azaz hossziatavon

kiegyenlitédnek ? Modellezze a problémat 10000 dobéas esetén.

Megoldas. Nyisson egy 1j Excel lapot.
1. Jeldlje ki az A1:A10000 cellatartomanyt. Ehhez a Név mezobe irja be, hogy
A1:A10000, majd EESS.
2. Gépelje be a kivetkezét: [=VELETLEN.KOZOTT (0;1)], majd (Cig)+ Blag. Ezck a fej
dobésok indikatorai.
3. A B1 cellaba gépelje be, hogy [=ABS (DARABTELI (A$1:A1; 1) -DARABTELI (A$1:A1;0))],
majd kattintson kétszer a kitoltéjelre. (A DARABTELI fiiggvény 2023. mérciusa

utani Excel-verziokban DARABHA néven érhet6 el!) Ezzel minden dobds utdn meg-

adja az addigi dobasokban a fej és iras dobasok szamainak abszolit eltérését.

4. Az abszolit eltérés vizsgalatahoz jelolje ki a B oszlopot, |Beszirés )) Diagramok )

>Pont— (xy) vagy buborékdiagram beszirasa >> Pont vonalakkal}, A vizszintes tengely mini-

mumat allitsa 0-ra, maximumat 10000-re. A fiiggéleges tengely minimumat allit-

sa O-ra, maximumat pedig 200-ra. Ez megrajzolja a dobassorozathoz tartozé fej



és frasok szaméanak abszolit eltérését a dobasok szamanak fliggvényében. Az

tobbszori megnyomasaval tobb dobassorozat esetén vizsgalhatja a viselkedést.

Tapasztalat. A fliggvény nem mutat semmilyen konvergens viselkedést. Ugyanakkor,
ha a fej és iras dobasok szamai egyre kozelebb kertilnének egymashoz, azaz hosszutavon
kiegyenlitédnének, akkor az el6zo fiiggvénynek 0-hoz kellene konvergalnia. Tehét a
tapasztalat nem igazolja a fej és fras dobasok kiegyenlitédését. S6t sok esetben az

tapasztalhaté, hogy a dobasok szamanak novelésével egyre nagyobb az eltérés.
Ezt a tapasztalatot a kovetkezo tétel magyarazza:

Tétel. Jelolje F,, eqy szabdilyos pénzérme n-szer torténd feldobdsa utdn a fej dobdsok
szamdt, mig I, az irds dobasok szamdt. Fkkor minden K > 0 esetén

lim P(|F, — I,| > K) = 1.

n—oo

Azaz akdrmilyen nagynak is valasztjuk a K értékét, a dobasok szamanak novelésével
egyre nagyobb a valdsziniisége (hatérértékben 1), hogy a fej és irds dobdsok szamanak
abszolut eltérése nagyobb K-nél.

De akkor hogyan lehetséges, hogy a fej dobas relativ gyakorisaga, azaz az el6z6 tétel
jelolésével % majdnem biztosan %—hez konvergal? A két tény nem zarja ki egymast,

ugyanis

Sl

— = n —
I, n—-F, 1-£& "1-32

n

F, E, En
_r =1

teljesiill majdnem biztosan, azaz nem az abszolit eltérés konvergal 0-hoz, hanem a
hanyadosuk konvergal 1-hez. Ha két szamsorozat hanyadosa konvergal 1-hez, abbdl

nem kovetkezik, hogy az abszolut eltérésiik 0-hoz tart. Példaul

n®+n

n2

—1 de [n*+n—n?=n— oo

1.4. A nagy szamok Marcinkiewicz —Zygmund-féle

eros torvénye

1.7. feladat. Lattuk, hogy bizonyos feltételekkel a w majdnem biztosan kon-
vergens. Mi torténik, ha a nevezoben n helyett n? 4117 El6szor vizsgalja meg a ¢ > 1

esetet 10000 dobés utédn egy szabalyos dobokockaval.

Megoldas. Nyisson egy 1j Excel lapot.
1. Jelolje ki az A1:A10000 cellatartomanyt. Ehhez a Név mezébe irja be, hogy
A1:A10000, majd [EIEI-



2. Gépelje be a kovetkezdt: [=VELETLEN.KGZOTT (1;6)], majd (Cig)+ i
3. A C1 cellaba gépelje be, hogy a D1 celldba pedig, hogy [2]. Ezzel most a ¢ = 2

esetet fogjuk vizsgalni.
4. A B1 cellaba gépelje be, hogy [=SZUM(A$1:A1)/(SOR(A1)"D$1)]|, majd kattintson

kétszer a kitoltéjelre. Ezzel minden dobéds utan megadja a &Jrn—;r&” értékét, ahol
n az addigi dobasok szama, & + --- + &, pedig az addigi dobéasok értékeinek

osszege.

5. Ennek a sorozatnak a vizsgalatahoz jelolje ki a B oszlopot, |Besziiras ) Diagramok

) Pont- (xy) vagy buborékdiagram besziirdsa )) Pont vonalakkal|. A vizszintes tengely mini-

mumat allitsa 0-ra, maximumat 10000-re. A fiiggoleges tengely minimumat allitsa
0-ra, maximumat pedig 2-re. Az tobbszori megnyomasaval tobb dobdssorozat
esetén vizsgalhatja a viselkedést.

6. A D1 cella javitasaval vizsgaljon tobb g > 1 esetet.

Tapasztalat. Ahogy egyre nagyobb a q értéke, a sorozat egyre gyorsabban tart 0-hoz.
Ez a viselkedés még ¢ = 1,5 esetén is elég jol lathatd, de innen ahogy kozelediink 1-hez
a q értékével, mar 10000 kisérlet soran nem dontheto el tapasztalati tton, hogy mi

torténik valojaban.
Ehhez vegyiik észre, hogy

G+ o4& G+ +& 1

nd n na—1’

1
na—1

Mivel ¢ > 1 miatt Stedln
n

— 0, igy egy konvergens és egy nullsorozat szorzata,
vagyis maga is nullsorozat. Tehat a g-nak 1-hez kozeli értékeinél csak azért nem tudtuk
tapasztalat alapjan megfigyelni a 0-hoz torténo konvergenciat, mert a konvergencia
nagyon lassi ebben az esetben, igy 10000 kisérlet utan még nem volt érzékelhetd.

Az erre vonatkozo allitast a kovetkezé tétel mondja ki:

Tétel (A nagy szamok Marcinkiewicz—Zygmund-féle erds torvénye ¢ > 1 esetén). Ha
1,6, ... figgetlen, azonos eloszldsi valdsziniségi vdltozdk, ¢ > 1 és B|&|Y9 < oo,

akkor majdnem biztosan teljesiil, hogy

im S )
n—00 nd
[1.8. feladat. Az el6z6 feladatot vizsgalja meg a ¢ < 1 esetben is. ]

Megoldas. Konnyen lathato, hogy ¢ < 0 esetben &altalanos konvergenciatulajdonsag
nem fogalmazhaté meg, mert az ekkor alapvetéen a & +- - - +&,, Osszeg tulajdonsagaitol
fiigg. A ¢ = 1 eset sem érdekes, mert ezt mar korabban targyaltuk. Igy csak a 0 < ¢ < 1

esetet vizsgaljuk. Dolgozzon az el6z6 Excel lapon.
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1. A figgdleges tengely maximumat allitsa 100-ra.

2. A D1 celldba irja be, hogy [0,9], amivel a ¢ = 0,9 esetet vizsgalhatja. Az
tObbszori megnyomésaval tobb dobassorozat esetén is megfigyelheti a viselkedést.

3. Prébalja ki a ¢ =0,8 0,7...0,1 eseteket is.

Tapasztalat. Egyetlen esetben sem figyelheté meg konvergens viselkedés. Vagyis ugy
tlinik, hogy ekkor nem teljestil a Marcinkiewicz—Zygmund-féle torvény. Kérdés, hogy

valamilyen korlatozassal erre az esetre is lehet-e valamilyen torvényt talalni?

1.9. feladat. Modositsa az el6zo feladatot gy, hogy most minden dobés értékébol
levonja a dobés varhaté értékét (azaz 3,5-et). Ezzel egy olyan val6szintiségi valtozéra

vonatkozo mintarealizaciot kap, melynek 0 a varhaté értéke. Az ilyen valdszintiségi

valtozét centrdltnak nevezzik.

Megoldas. Dolgozzon az el6z6 Excel lapon.
1. Javitsa ki az A1 cella tartalmat erre: [=VELETLEN.KOZOTT (1;6)-3,5|, majd kattint-

son kétszer a kitoltéjelre.
2. A fuggdleges tengely minimumat allitsa —2-re, maximumat pedig 2-re.
3. A D1 celldba irja be, hogy [0,9], amivel a ¢ = 0,9 esetet vizsgalhatja. Az
tObbszori megnyomésaval tobb dobassorozat esetén is megfigyelheti a viselkedést.
4. Probalja ki a g =0,8 0,7...0,1 eseteket is.

Tapasztalat. Ha 0,5 < ¢ < 1, akkor a sorozat 0-hoz konvergdl. Ha 0 < ¢ < 0,5, akkor

nem figyelheté meg ilyen viselkedés.
Ezt a kovetkezo tétel magyarazza:

Tétel (A nagy szamok Marcinkiewicz — Zygmund-féle erés torvénye 0,5 < ¢ < 1 esetén).
Ha &1,&, ... figgetlen, azonos eloszlasiu centrdlt valosziniiségi valtozok, 0,5 < q <1 és

E|& |V < oo, akkor majdnem biztosan teljesiil, hogy

o GG
m —

n—00 n4

=0.

1.5. Centralis hatareloszlasi tétel

Lattuk, hogy ¢ < 0,5 esetén nem miikodik a nagy szamok torvénye. De a hataron,
azaz q¢ = 0,5 esetén nagyon érdekes dolog torténik, ami az in. normdlis eloszlassal

kapcsolatos.

Definicié. Legyen m € R és o > 0. A & valdszintiségi valtozot m és o paraméterti

normalis eloszlasiinak nevezziik, ha az eloszlasfiiggvénye minden = € R esetén

r—m

P <o) =007,
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ahol

t
1 2
P:R—-R, Ot)=— | e¥/2dy.
\/%J

Az m és o paraméterii normalis eloszldst valészintiségi valtozd varhatéd értéke m,

szorasa o és striségfliiggvénye x € R helyen

1 (x — m)
—@ )
o o

ahol )
R R, oft) =) = ——e /2
¢ o) = (1) = ——
Tétel (Centralis hatareloszlasi tétel). Ha &1, &, ... figgetlen, azonos eloszldsi, pozitiv

véges szorasu centrdlt valosziniségi vdltozok, akkor

S+t &
NG

hatareloszlasa normdlis m = 0 és o = D & paraméterekkel, azaz minden x € R esetén
lim P Gt +& <z = 1)
n—00 \/ﬁ D 51

1.10. feladat. Modellezze a centrélis hatareloszlasi tételt abban az esetben, amikor

valészinliségi valtozé egy szabdlyos dobdkocka esetén a dobott szam értéke 3,5-del
csokkentve. (Azért kell kivonni a dobott szam értékébél 3.5-et, mert igy 0 lesz a

varhaté érték, azaz centralt lesz a valészintiségi valtozo.)

. J

Megoldas. A hatareloszlas vizsgalatahoz nem elég egy kisérletsorozat generalasa, mint
az eddigiekben. Most sok hosszi kisérletsorozatra lesz sziikségiink. Az els6 kisérletsoro-
zat eredményeit generaljuk az A1:ZZ1 cellatartomanyban, ami 26 + 26 = 26 - 27 = 702
kisérletet jelent. Ezt a kisérletsorozatot fogjuk 10000-szer megismételni. Nyisson egy
1j Excel lapot.
1. Jelolje ki az A1:ZZ10000 cellatartomanyt. Ehhez a Név mez6be irja be, hogy
A1:2210000, majd Eig.
2. Gépelje be a kovetkezdt : [=VELETLEN.KOZOTT (1;6)-3, 5], majd () + Ela-
3. A Név mezdbe irja be, hogy AAAL, majd (BN Az AAA1L celldba gépelje be, hogy
|=SZUM(A1:271) / (GYOK (0SZLOP (ZZ1)))]. Ezzel az els6 kisérletsorozat utdn megadja
a % értékét n = 702 esetén. A tobbi megadasahoz kattintson kétszer az AAA1L
cella kitoltojelére.
4. Ennek a sorozatnak az eloszlas-vizsgalatahoz jelolje ki az AAA oszlopot,
>Diagramok>> Statisztikai diagram beszirasa >> Hisztogram‘, Ezzel megkapja a gyakorisagi

12



hisztogramot, amelynek az alakja megfelel6 normalas utan a striiségfiiggvényt
kozeliti. (A megfelel6 normélds azt jelenti, hogy a gyakorisag értékeket még osz-
tani kell a részintervallum hosszaval és a kisérletsorozatok szamaval, ami most
10000.) Az tObbszori megnyomasaval tobb dobassorozat esetén vizsgalhatja

a viselkedést.

Tapasztalat. Minden esetben a normalis eloszlas stirliségfiiggvényére jellemz6 harang

alaku gyakorisagi hisztogramot kapjuk.

Ez a harang alaku strtiségfiiggvény nem csak a normalis eloszlast jellemzi. Ehhez

hasonlé példaul az un. Cauchy-eloszlas strtiségfiiggvénye is: Hogyan lehetne

1
m(1+z2) "
kideriteni, hogy a tapasztalt harang alaku gyakorisagi hisztogram a normalis eloszlas
miatt van-e? Ennek megallapitdsara két méroszamot szoktak hasznalni, a ferdeséget és

a lapultsagot.

Definicié. A £ valészintiségi valtozo eloszlasanak ferdesége illetve lapultsdiga

BE-E .. EE-BY*

-3,
D3¢ D*¢

feltéve, hogy ezek a kifejezések léteznek.

Tétel. Ha & normalis eloszldsi valosziniségi valtozo, akkor az eloszldsdnak ferdesége

és lapultsaga is 0.

Definicié. Ha &;,...,&, a & valdszintiségi valtozora vonatkozd n darab mérési ered-
mény (més néven minta), azaz &1, . . ., £, a &-vel azonos eloszlast fiiggetlen val6szintiségi

valtozok, akkor & korrigdlt tapasztalati ferdesége

n

ny (& —¢)°

=1

(n—1)(n-2)S;’

illetve korrigdlt tapasztalati lapultsdaga

Mt DEE-DC

1=

(n=1(n—-2)(n-3)5;" (n=2)(n=3)’

ahol

n

1 z:: illetve S = ni | Z(& — £)2

=1

3

a mintadtlag illetve korrigalt tapasztalati szords.

Egy valészintiségi valtozd ferdeségét és lapultsagat a minta alapjan a korrigalt ta-

pasztalati ferdeséggel és lapultsaggal lehet becstilni.
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1.11. feladat. Az el6z6 feladatban szamolja ki az AAA oszlopban talalhaté min-
ta korrigalt tapasztalati ferdeségét és korrigalt tapasztalati lapultsagat. Ez alapjan

lehet-e normalis eloszlasta?

Megoldas. A korrigdlt tapasztalati ferdeség a [=FERDESEG (AAA: AAA) |, illetve a korrigdlt
tapasztalati lapultsdg a [=CSUCSOSSAG (AAA: AAA)| fiiggvényekkel szamolhaté (Excelben a

lapultsdg helyett a cstcsossag kifejezést hasznéljék).

Tapasztalat. Mindkét érték minden esetben nagyon kozel van 0-hoz, igy a minta jol

kozeliti a normélis eloszlast.

1.6. Galton-deszka, bolyongas

A kovetkezd sematikus abran egy tn. Galton-deszkdt lathatunk.

A piros golyét a nyil iranyaban leejtve nekititkozik egy sziirkével jelolt éknek. Ezutéan
0,5 valdszintiséggel jobbra illetve 0,5 valdszintiséggel balra esik. Ezutan megint egy
¢knek titkozik stb., majd kikot valamelyik folyosén. Sok golyot leejtve, azok milyen
eloszlasban helyezkednek el a folyosdkon?

Ezt a folyamatot a kovetkezoképpen is at lehet fogalmazni: Egy szabdalyos pénzér-
mét feldobunk. Ha a fej oldalara esik, akkor 1 forintot nyertink (a golyé jobbra esik),
ellenkezé esetben pedig 1 forintot veszitiink (a golyd balra esik). Ezt a jatékot tobb-
szOr megismételve a nyeremény azt jelképezi, hogy a Galton-deszka melyik folyoséjan

landolt a golyd. Ezt a jatékot leird folyamatot bolyongdsnak nevezziik.

Tétel. Jelentse B,, a bolyongdsban a nyeremény értékét n darab jdték utdn. Ekkor B,

minden lehetséges k értéke esetén
n —
P(B, =k) = <n+k)2 "
T2
Ha n nagy, akkor a centrdlis hatdreloszlasi tétel miatt
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1.12. feladat. Szemléltesse a bolyongast n = 702 jaték utan 10000 kisérletsorozat-

ban.

Megoldas. Nyisson egy 1j Excel lapot.

1. Jelolje ki az A1:ZZ10000 cellatartomanyt. Ehhez a Név mez6be irja be, hogy
A1:2210000, majd Eis.

2. Gépelje be a kovetkez6t : [=HA (VEL ()<0,5;1;-1)], majd (Cil))+ EXSg A VELO értéke
a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasi, ezért ennek értéke 0,5 valdsziniiséggel
kisebb mint 0,5. Igy a VEL()<0,5 esemény modellezheti a fej dobést.

3. A Név mezdbe frja be, hogy AAAL, majd (SN Az AAAL celldba gépelje be, hogy
[=SZUM(A1:2Z1)] Ezzel az els6 kisérletsorozat utan megadja a B,, értékét n = 702

esetén. A tobbi megaddsahoz kattintson kétszer az AAA1 cella kitoltojelére.
4. Ennek a sorozatnak az eloszlas-vizsgalatahoz jelolje ki az AAA oszlopot,
>Diagramok>> Statisztikai diagram besz(irasa >> Hisztogram], Ezzel megkapja a gyakorisagi

hisztogramot, amelynek az alakja megfelelé normalds utan a k — P(B, = k)
figgvényt kozeliti. (A megfelel6 normdlas azt jelenti, hogy a gyakorisag értéke-
ket még osztani kell a a kisérletsorozatok szamdaval, ami most 10000.) Az

tobbszori megnyomasaval tobb dobassorozat esetén vizsgalhatja a viselkedést.

Tapasztalat. Minden esetben a ¢ fiiggvényre jellemz6 harang alaka gyakorisagi hisz-

togramot kapjuk.

1.7. Iteralt-logaritmus tétel

A nagy szamok Marcinkiewicz — Zygmund-féle erés torvénye szerint, ha &, &, ... fiig-
getlen, azonos eloszlasu centralt valésziniiségi valtozok és E \51\1/ 7 ¢ R, akkor ¢ > 0,5
esetén az (&1 + -+ + &,)n~? majdnem biztosan 0-hoz tart. Ugyanakkor ¢ = 0,5 esetén
a centralis hatdreloszlési tétel szerint (£, + -+ - + &,)n~ Y2 bar nagy valdszintiséggel a
0-t6l nem tavolodik el nagyon, de pozitiv valoszintiséggel az abszolut értéke tetszole-
gesen nagy lehet. Ezen két tétel , kozott van” az iteralt-logaritmus tétel, amely szerint
a &+ -+ &, Osszeget alkalmas normadld tényezdvel osztva, a sorozat realizaciéi ,nem

htzédnak 6ssze 0-ra”, de nem is ,kenddnek szét” a szamegyenesen.

Tétel (Iteralt-logaritmus tétel). Legyenek &1, &, ... figgetlen, azonos eloszldsi, véges

pozitiv szorasu centrdalt valosziniségi valtozok. Ekkor majdnem biztosan teljesiil, hogy

lim sup u =v2D¢  és  liminf u
n—so00 nin(lnn) n—eo\/nin(lnn)

= —V2D¢;.

Ezen tétel alapjan a
bt b

nin(Inn)
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sorozatnak végtelen sokszor kell /2D & kozelébsl —v/2 D & kozelébe jutnia és viszont.

Azonban a valésdgban ezek az atjutasok nagyon lassan torténnek.

Emlékeztetéként, lim sup,, . a, (ejtsd: limesz szuperior) az a,, szdmsorozat legna-

gyobb, mig liminf, . a, (ejtsd: limesz inferior) a legkisebb torlédasi pontjit jelenti.

Egy sorozatnak egy szam akkor torlodasi pontja, ha barmely kornyezetében végtelen

sok tagja van a sorozatnak.

.

1.13. feladat. Modellezze az iteralt-logaritmus tételt abban az esetben, amikor
valészinliségi valtozé egy szabdlyos dobdkocka esetén a dobott szam értéke 3,5-del
csokkentve. (Azért kell kivonni a dobott szam értékébél 3,5-et, mert igy 0 lesz a

varhaté érték, azaz centralt lesz a valészintiségi valtozo.)

Megoldas. Nyisson egy 1j Excel lapot.

2. Gépelje be a kovetkezét : [=VELETLEN.KOZOTT (1;6)-3,5
3. A B1 celldba gépelje be, hogy|=SZUM(A$1:A1) /GYOK (SOR (A1) *LN (LN (SOR(A1))))],

1. Jelolje ki az A1:A10000 cellatartomanyt. Ehhez a Név mezobe irja be, hogy

A1:A10000, majd Eia-

, majd + Enter |}

majd kattintson kétszer a Bl cella kitoltdjelére.

. Ennek a sorozatnak a vizsgalatahoz jelolje ki a B oszlopot, |Besziiras )) Diagramok )

Pont- (xy) vagy buborékdiagram besziirdsa )) Pont vonalakkal|. A vizszintes tengely mini-

mumat allitsa 0-ra, maximumat 10000-re. A fiiggéleges tengely minimumat allitsa
—4-re, maximumat pedig 4-re. Az tObbszori megnyomaséaval tobb dobasso-

rozat esetén vizsgalhatja a viselkedést.
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2. fejezet

Matematikai statisztika

2.1. Szorasanalizis

2.1.1. Egyszeres osztalyozas

Vizsgaljuk a & valdszinliségi valtozot egyetlen tényezé r darab kiilonb6zo szintjén. Az
1. szinthez tartozo valdszintiségi valtozot jelolje &;. Feltessziik, hogy & normalis eloszlast
m; varhato értékkel és o szérassal, ahol az m;, o paraméterek ismeretlenek. Feltessziik
még, hogy &1, ..., &, flggetlenek. A §;-re vonatkozé minta legyen &1, &0, ..., &n,-

Arrél szeretnénk donteni, hogy az egyetlen tényezé kilonboz6 szintjei hatassal
vannak-e a mért értékekre? A nullhipotézisiink az lesz, hogy nemleges a valasz, vagyis
a kilonbozo szintek nincsenek hatassal a mért értékekre. Ez azzal ekvivalens, hogy
mp=mg ="+ =m,.

Legyen a annak a valészinlisége, hogy amennyiben igaz a nullhipotézis, a minta
alapjan mi mégis elutasitjuk azt. Ezt elsd faju hibdnak szoktuk nevezni. Vezessiik be

még a kovetkezo jeloléseket is:

roon; n;
1

ni=ni+ng+-+n, &, 3:%22&3‘7 & ::;Z&ﬁ

1=1 j=1 j=1

Q1 = Z ni(&, — 5)2 a szintek kozotti eltérések négyzetosszege,
i=1

Qs = Z Z(&j — EZ)2 a szinteken beliili eltérések (véletlen hibak) négyzetosszege,
i=1 j=1
F .= n-r %,
r—1 Qg

tovdbba F' az eloszlasfiiggvénye az r — 1 és n — r szabadsagi foki F-eloszlasnak (lasd
példaul [3, 36. oldal]). Ekkor 1 — F'(F) > « esetén elfogadjuk a nullhipotézist, ellenkez6

esetben pedig elutasitjuk. Ezt a statisztikai probat nevezziik egyszeres osztdalyozasi
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szordsanalizisnek.

Excelben ennek kiszdmoldsdhoz az |Adatok )) Adatelemzés| meniipontot fogjuk hasznal-

ni. Ehhez eloszor aktivalni kell az Analysis ToolPak bovitményt a kovetkezd modon:
[F4jl ) Beéllitasok ) Bévitmények| majd gomb. Pipalja ki az Analysis ToolPak sort majd

oK)

V 2.1. feladat. Egy gazdasagban a biza terméshozamara vagyunk kivancsiak. Azt
vizsgaljuk, hogy a buza fajtdja milyen hatdssal van a terméshozamra (most ez az
egyetlen tényezd). A gazdasig 3 kiilonbozé buzafajtat termeszt, azaz a vizsgalt té-
nyezonek most r = 3 kiillonb6zo szintje van. Az 1. fajtat 4, a 2. fajtat 3, végil a
3. fajtat 5 killonbozé parcellan termesztik (ny = 4,ny = 3,n3 = 5). A §; jelentse
az i. fajta j. parcellin kapott terméshozaméat tonna/hektar-ban mérve. A kapott

mintarealizaciok a kovetkezok:

611 — 5,24 512 — 4,17 613 — 4,35 514 — 4,77
§21 = 5,09 &2 = 6,05 &3 = 5,89
§31 = 4,18 &30 =4,10 &33 =417 &34 = 3,98 &35 = 3,60

Dontson o = 0,05 esetén arrél a nullhipotézisrol, hogy a kiilonb6z6 buzafajtak nin-

csenek hatassal a terméshozamra.

.

J

Megoldas. Nyisson egy 1j Excel lapot. Gépelje be az adatokat a kévetkezd abra sze-

rint:
A B C D E
1 5,24 4,17 4,35 4,77
2 5,09 6,05 5,89
3 4,18 4,1 4,17 3,98 3,6

A feladatot az |Adatok ) Adatelemzés| meniiponttal fogjuk megoldani. A legordiils listaban

vélassza az Eqytényezds varianciaanalizis sort, majd [OK].

Bemeneti tartomadny: $A$1:$E$3
Csoportositdsi alap : Sorok

L1 Feliratok az elsd oszlopban
Alfa: 0,05

Kimeneti tartomdny: $A$4

Ekkor a kovetkezo tablazatot kapjuk:

Tényezdk SS daf MS F p-érték F krit.
Csoportok kézott  5,2334 22,6167 16,3286 0,00101 4,256495
Csoporton belll 1,4423 9 0,1603
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A téblazatban @ = 5,2334, Q2 = 1,4423, F = 16,3286 és 1 — F'(F) = 0,0010. Mivel
1 — F(F) =0,0010 < 0,05 = a, ezért elutasitjuk a nullhipotézist, tehat a biza fajtaja
hatéssal van a terméshozamra. (Természetesen minden a > 0,001 vélasztas esetén

ugyanez lett volna a déntés.)

2.1.2. Kétszeres osztalyozas interakci6 nélkiil

Vizsgaljuk két tényezo hatasat egy & valoszinliségi valtozora. Legyen az 1. tényezonek
r1, mig a 2. tényezének ry kilonbozé szintje. Jelolje &;; az 1. tényezd i. szintjéhez és
a 2. tényezd j. szintjéhez tartozéd valosziniiségi valtozot. Feltessziik, hogy &;; fliggetlen
valoszinliségi valtozok, melyek normalis eloszlastuak m,; varhato értékkel és o szorassal,
ahol minden paraméter ismeretlen.

Két nullhipotézist fogunk vizsgalni. Az els6 szerint az 1. tényez6 kiillonb6z6 szint-
jei nincsenek hatéassal &-re, a masodik szerint pedig a 2. tényezd kiilonboz6 szintjei
nincsenek hatassal &-re.

Legyen « az els6 faju hiba valoszintisége. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket :

1 T2

- 1
.= irs ZZ&M?

i=1 j=1

" =1
r1 _ 9
Q=19 Z(fZ —¢£ ) az 1. tényezd szintjei kozotti eltérések négyzetosszege,
i=1
) _ _ 9
Qy =11 Z(f‘j - £ ) a 2. tényez6 szintjei kozotti eltérések négyzetosszege,
j=1
re re . _ _ 9
Q3 = Z Z(&‘j — & - 54’ + 5.-) hibatag,
i=1 j=1
Ql QZ
Fii=(rp—-1)-—, Fai=(r1—1)- =,
( ) Qg ( ) Q3

tovdbba F) az eloszlasfiiggvénye az r; — 1 és (r; — 1)(ry — 1) szabadségi foku F-
eloszlasnak, illetve Fy az eloszlasfiiggvénye az ro — 1 és (r; — 1)(ro — 1) szabadséagi
foku F-eloszlasnak.

Ekkor 1 — Fj(F;) > « esetén elfogadjuk az i-edik nullhipotézist, ellenkezd esetben
pedig elutasitjuk (i = 1,2). Ezt a statisztikai prébat nevezziik kétszeres osztdlyozdsi

interakcio nélkili szordsanalizisnek.
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' 2.2. feladat. Az el6z6 feladatot tovabb gondolva tegyiik fel, hogy nem csak a bi- |
za fajtajat, hanem a parcella talajtipusat is vizsgalni szeretnénk a terméshozamot
illetGen, vagyis nem egy, hanem két tényezo hatasat figyeljiik. Tegyiik fel, hogy 3
fajta buzat 4 tipusu talajba vetettek (r; = 3,7y = 4). Azaz az 1. tényezének 3, a
2. tényezdének pedig 4 szintje van. A §;; jelentse az ¢. buzafajta j. talajtipuson vett

terméshozamat. A kapott mintarealizaciok a kovetkezok:

§1 =751 &9=0634 &3=05,07 &4 =06,17
521 = 5743 522 = 4781 523 = 3742 514 = 4700
§31 = 9,76 &30 = 4,71 E33 =445 &34 = 4,33

Dontson a = 0,05 esetén a kovetkezo nullhipotézisekrol:
1. A kiilonb6z6 buzafajtak nincsenek hatéssal a terméshozamra.

2. A kiillonboz6 talajtipusok nincsenek hatassal a terméshozamra.

. J

Megoldas. Nyisson egy 1j Excel lapot. Gépelje be az adatokat a kévetkezd abra sze-

rint:
A B C D
1 7,51 6,34 5,07 6,17
2 5,43 4,81 3,42 4
3 5,76 4,71 4,45 4,33

A feladatot az |Adatok ) Adatelemzés| meniiponttal fogjuk megoldani. A legordiils listaban

valassza az Kéttényezds varianciaanalizis ismétlések nélkil sort, majd [OK].

Bemeneti tartomadny: $A$1:$D$3
Ul Feliratok

Alfa: 0,05

Kimeneti tartomany : $A$4

Ekkor a kovetkezo tablazatot kapjuk:

Tényezék  SS df MS F p-érték  F krit.
Sorok 7,6532 2 13,8266 35,9278 0,0005 5,1433
Oszlopok 5,9744 3 11,9915 18,6978 0,0019 4,7571
Hiba 0,6391 6 0,1065

A téblazatban Q, = 7,6532, Qy = 59744, Q5 = 0,6391, F, = 35.9278, F, = 18,6978,
1— Fy(F1) = 0,0005 és 1 — Fy(Fs) = 0,0019.

Mivel 1 — Fy(F;) = 0,0005 < 0,05 = «, ezért elutasitjuk az elsé nullhipotézist, azaz
a kiillonbozo buzafajtdk hatassal vannak a terméshozamra.

Masrészt 1 — Fy(Fy) = 0,0019 < 0,05 = «, ezért elutasitjuk a masodik nullhipotézist

is, azaz a kiilonb6zo talajtipusok hatassal vannak a terméshozamra.
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Ebben az esetben azt nem tudjuk vizsgalni, hogy a két tényez6 milyen hatéssal
van egymasra, azaz, hogy egy konkrét buzafajta kiillonbozoképpen terem-e a kiillonbo-
z6 talajtipusokon, vagy hogy egy konkrét talajtipuson kiilonbozoképpen teremnek-e a
kiilénbozo buzafajtak, mert minden buzafajta—talajtipus kombinaciobol csak egy min-
taelemiink van. A két tényez6 egymasra hatasanak vizsgalatdhoz tobb mintaelemre van

szitkség minden kombinaci6 esetén. Ezzel foglalkozik a kovetkezo szorasanalizis tipus.

2.1.3. Kétszeres osztalyozas interakciéval

Vizsgaljuk két tényezo hatasat egy & valdszinliségi valtozora. Legyen az 1. tényezonek
r1, mig a 2. tényezoének ry kilonbozo szintje. Jelolje &; az 1. tényez6 i. szintjéhez és
a 2. tényezd j. szintjéhez tartozé valoszinliségi valtozot. Feltessziik, hogy &;; fliggetlen
valészinliségi valtozok, melyek normalis eloszlastuak m,; varhato értékkel és o szorassal,
ahol minden paraméter ismeretlen. Minden &;;-hez készitstink egy s elem mintét:
&ij1s &ij2s - - -5 &ijs- Harom nullhipotézist fogunk vizsgalni:

1. az 1. tényezo kiilonbo6z6 szintjei nincsenek hatassal &-re,

2. a 2. tényezo kiillonb6zo szintjei nincsenek hatassal &-re,

3. a két tényezd egylittes hatdsa nem befolyasolja a £ értékét.

Legyen « az els6 faju hiba valoszintisége. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket :

ry T s

- 1
.= - SN G

i=1 j=1 k=1
. 1 T S
§o=— ) &G (i=12,...m),
28 £
j=1 k=1
_ 1 71 s
L= @i .:172,..., 5
G e o )

1< _ .
fij. :g;é-l]k (2:1’2’“"7,.1;]:1’2’“.’7,2)’

Q1 =128 Z(EZ — 5)2 az 1. tényez6 szintjei kozotti eltérések négyzetosszege,
i=1

Q2 =118 Z(Ei — E)Q a 2. tényezd szintjei kozotti eltérések négyzetosszege,
j=1

Qs = s Z Z(_iﬂ'- —&. -8, + 2)2 a két tényezd egyiittes hatdsaibdl adodé eltéré-
i=1 j=1 sek négyzetosszege,
r. re S

Q4 = Z Z Z(&jk - Eij.)2 hibatag,
i=1 j=1 k=1
_nras—1) Qo mma(s—1) @

‘ rira(s — 1) %
rp—1 Q4’ ro — 1 Q47

S DD Qu
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tovabba F) az eloszlasfiggvénye az r — 1 és rire(s — 1) szabadsagi foku F-eloszlasnak,
F, az eloszlasfiiggvénye az ro — 1 és riry(s — 1) szabadsagi foka F-eloszlasnak, tovabba
F3 az eloszlasfiiggvénye az (11 — 1)(ro — 1) és rire(s — 1) szabadsagi foki F-eloszldsnak.

Ekkor 1 — F;(F;) > « esetén elfogadjuk az i-edik nullhipotézist, ellenkezé esetben
pedig elutasitjuk (i = 1,2, 3). Ezt a statisztikai probat nevezzik kétszeres osztdlyozdasi

szorasanalizisnek interakcioval.

r 2.3. feladat. Folytatva az eloz6 feladatot, ha a két tényezo kozotti kapcesolatot is
vizsgalni szeretnénk, akkor minden buzafajta—talajtipus kombinédciébol tobb mérést
kell végezniink. Legyen az eléz6 feladatban minden kombinéciéra 3 mérésiink (s =
= 3). Jelentse &, az i. buzafajta j. talajtipuson vett terméshozaméra vonatkozd

k. mérési eredményt. A kapott mintarealizaciok a kovetkezok:

&1 =T7,01 &1 =6,34 &30 = 5,07 &40 = 6,17
§11i2 = 7,03 &122 = 5,81 &30 = 4,19 &iu0 = 5,90
§113 = 6,91 &3 = 6,61 &133 = 5,27 §143 = 6,28
§o11 = 9,43 &oo1 = 4,81 &o31 = 3,42 & = 4,00
§o12 = 4,95 &0 = 3,82 &230 = 3,19 1420 = 3,80
§o13 = 5,48 &3 = 4,18 &a33 = 2,02 &iu3 = 3,94
§311 = 5,76 &390 = 4,71 &331 = 4,45 &340 = 4,33
§312 = 95,90 &390 = 5,24 &330 = 4,65 &340 = 5,41
§313 = 6,01 &393 = 4,07 &333 = 4,59 &3u3 = 5,70

Dontson a kovetkezd nullhipotézisekrol:
1. A kiilonb6z6 buzafajtak nincsenek hatéassal a terméshozamra.

2. A kiillonbo6z6 talajtipusok nincsenek hatassal a terméshozamra.

3. A buzafajta és a talajtipus kozott nincs kapcsolat a terméshozamot illetéen.

Megoldas. Nyisson egy 1j Excel lapot. Gépelje be az adatokat a kévetkezd abra sze-

rint:
A B C D E

1

2 751 634 507 6,17
3 7,03 5,81 4,19 5,9
4 6,91 6,61 5,27 6,28
5 5,43 4,81 3,42 4
6 4,95 3,82 3,19 3,8
7 548 418 2,02 3,94
8 5,76 4,71 4,45 4,33
9 5,9 5,24 4,65 5,41
10 601 4,07 459 5,7

Az elso sorba illetve oszlopba ne vigyen adatokat, oda most csak feliratok keriilhetnek.
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A feladatot az |Adatok ) Adatelemzés| meniiponttal fogjuk megoldani. A legordiilé lis-

taban vélassza a Kéttényezds varianciaanalizis ismétlésekkel sort, majd [OK].

Bemeneti tartomdny: $A$1:$E$10
Mintdnként hany sor: 3

Alfa: 0,05

Kimeneti tartomdny : $A$11

Ekkor a kovetkezo tablazatot kapjuk:

Tényezok SS df MS F p-erték  F krit.
Minta 24,1034 2 12,0517 59,3583 5E-10 3,4028
Oszlopok 18,2751 3 6,0917 30,0035 3E-08 33,0088
Kolcsonhatas  2,0206 6 0,3368 1,6587 0,1746 2,5082
Beldl 4,8728 24 0,2030

A tablazatban Q1 = 24,1034, @, = 18,2751, Q3 = 2,0206, Q4 = 4,8728, F; = 59,3583,
Fo = 30,0035, F3 = 1,6587, 1 — Fy(F1) =5-1071° 1 — F,(Fy) =3-107% és 1 — F3(F3) =
= 0,1746.

1 —Fi(F) =5-1071° < 0,05 = «, ezért elutasitjuk az 1. nullhipotézist, azaz a
kiillonb6zo buzafajtak hatassal vannak a terméshozamra.

1 — Fy(Fy) = 3-1078 < 0,06 = «, ezért elutasitjuk a 2. nullhipotézist, azaz a
kiillonb6zo talajtipusok hatassal vannak a terméshozamra.

1—F3(F3) = 0,1746 > 0,05 = «, ezért elfogadjuk a 3. nullhipotézist, azaz a buzafajta

és a talajtipus kozott nincs kapcesolat a terméshozamot illetéen.

2.2. Linearis regresszio

Az n, &, ... & valoszintségi valtozok esetén adjuk meg a legjobb

n~g&,.. . &) (*)

kozelitést add g fliggvényt. Ezt gy értjiik, hogy az

E(U - 9(617 s 7519))2

értékét kell minimalizalni. Ez az tgynevezett legkisebb négyzetek elve. Az igy kapott
g figgvényt regresszios feliiletnek nevezziik. Ha ¢ linearis, akkor £ = 1 illetve k =
= 2 esetén a g flggvényt elsdfaji regresszios eqyenesnek illetve elséfaji regresszios
stknak nevezzilk. A regresszios feliilet tovabba &1, . .., &, ismeretében 1 meghecsiilheto

(%) alapjan.
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Sok esetben a regressziés felillet meghatarozasa bonyolult feladat. Ilyenkor azzal

egyszerlsithetjiik a probléméat, hogy E(n —g(&, ... ,fk))Q minimumat csak a
g(x1, ... xk) = ap + a1x1 + -+ + agx (ag,aq,...,a; €R)

alaki — azaz linearis — fliggvények kozott keressiik. Ezt a problémat linedris regresszi-
onak illetve a minimumhoz tartozé figgvényben szerepld aq, ..., a; konstansokat a
linedris regresszio eqyiitthatoinak nevezzilk. Az igy kapott ¢ fiiggvényt k = 1 illet-
ve k = 2 esetén mdsodfaju regresszios egqyenesnek illetve mdsodfaji regresszios siknak
nevezzuik.

A linearis regresszié egyiitthatéinak értékét a gyakorlatban kell6 informacié hia-
nydban nem tudjuk kiszdmolni, igy az (n,&y, ..., & )-ra vonatkozé minta alapjan kell
ezeket megbecsiilni. Legyen ez a minta (9, &1, ..., &) ¢ = 1, ..., n. Bizonyithatd, hogy
ekkor az

(XTX)"'XTY

oszlopvektor j-edik komponense (amit a tovabbiakban @; médon fogunk jelolni) az a;

jo becslése, ahol

Uit 1 & oo Cuw

1 o
v — 7?2 bs X — ' 5?1 . §?k
Tin 1 fnl cee gnk

Ezutdn az n ~ ag + a1&1 + - - - + apx kozelitést fogjuk hasznalni az n becslésére.

Ha k = 1 akkor £ := & jeloléssel az n és & kozotti linearis kapcsolat feltételezé-
sének jogossdgat az tn. determindcids egyiitthatéval (jele R?) szoktdk mérni, amely a
tapasztalati korrelacios egytitthatéjuk négyzete (1asd [3, 55. oldal]). Ennek értéke minél
kozelebb van 1-hez, annal jobban feltételezhetd a linearis kapcsolat. Ha 0-hoz van ko-
zel, akkor a két valoszinliségi valtozd kozott nem célszerti fiiggvénykapcesolatot keresni,

mert feltehetéleg fiiggetlenek (pontosabban korreldlatlanok).

s D

2.4. feladat. Szeretnénk elorejelezni a talajvizszint mértékét az 6szi csapadék
mennyisége alapjan. Jelentse 1 a talajvizszintet mm-ben és £ az 6szi csapadék
mennyiségét cm-ben. Az (1, £)-re vonatkozé elmilt 18 évi mérésbél szarmazé min-
tarealizaciot a 2.1. tablazat tartalmazza.
a. Ez alapjan becsiilje meg a linearis regresszié egyiitthatoit.
b. Szamolja ki a determinacios egytitthatot. Ez alapjan jonak tekintheto a linedris
kozelités?

c. A becsiilt masodfaju regresszios egyenest abrazolja a mintarealizacioval egytitt.

d. Becsiilje meg a talajvizszintet, ha az 0szi csapadék 29,6 cm.

24



Megoldéas. Jeldlje ki a mintat (mindkét oszlopot) a pdf-ben. (i) + &l segitségével
tegye a vagolapra. Nyisson meg egy iires munkalapot Excelben, 1épjen az Al cellara
és () + segitségével illessze be. Most még a két adatsor egy oszlopban van. Ezek

szétvalasztiasahoz tegye a kovetkezOket: |Adatok ) Szovegbdl oszlopok| majd ® Fix széles

[ Tovabb| [Tovabb| |Befejezés|

a. Az ay,ay egytitthatok kiszdmoldsahoz jelolje ki a C1:D1 cellatartomanyt, majd

gépelje be a kdvetkezs tombképletet : [FLIN. ILL (A1:A18;B1:B18)], majd (S + R
+ B3 Ennek hatésara C1 fogja @, értékét, illetve D1 fogja dy értékét tartalmazni.

. A determinacios egytitthatot a kovetkezé médon szamolhatja ki:

|=RNEGYZET (A1:A18;B1:B18)|.

Ennek értéke négy tizedesjegyre kerekitve 0,7931. Ez azt jelenti, hogy a linearis

kozelités jonak mondhato.

. Jelolje ki az n-ra vonatkoz6 A1:A18 cellatartomdnyt, majd |Besziras ) Diagramok )

>Pont— (xy) vagy buborékdiagram beszirésa >> Pont}

Lépjen a diagramteriiletre, majd helyi mentib6l (jobb egérgomb) vélassza ki az
|Adatok kijelslése| pontot, majd Adatsor X értékei: =Munkal!$B$1:$B$18
[OK|. Ezzel megjelennek a mintarealizdcié pontjai.

Kovetkezzen a méasodfaju regresszios egyenes becslésének a meghtizasa (az Excel

ezt trendvonalnak nevezi). Lépjen ré valamelyik kék jelolé pontra. Helyi meniibél

véalassza a |Trendvonal felvétele| pontot és valassza ki a Linedris tipust.

5

. A talajvizszint becslése, ha az 6szi csapadék 29,6 cm, ezek alapjan ay+29,6a;, amit

a kovetkezé médon is kiszamolhatunk: [=TREND(A1:A18;B1:B18;29,6)]. A kapott

érték 3,38 két tizedesjegyre kerekitve. Tehat 29,6 cm csapadék lehullasa utan az

adatok alapjan 3,38 mm-re becsiiljiik a talajvizszintet.

,

2.5. feladat. Jelentse n a Duna egy arhullamanak tet6z6 vizallasat Budapesten cm-
ben, & az arhullamot kivalto csapadék mennyiségét mm-ben és & a Duna vizallasat
Budapestnél az esézés kezdetekor cm-ben. Szeretnénk elérejelezni 1 mértékét & és

& mennyisége alapjan. Az (1, &1, &2)-re vonatkozd elmilt 26 évi mérésbél szarmazo

N
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mintarealizaciét a 2.2. tablazat tartalmazza.
a. Ez alapjan becsiilje meg a linearis regresszié egyiitthatoit.
b. Az idén az arhullamot kivalté csapadék 102 mm volt, illetve a Duna vizallasa

Budapestnél az esozés kezdetekor 648 cm volt. Ezekbol az adatokbdl becsiilje

meg, hogy a Duna arhullaimanak tetoz6 vizallasa Budapesten hany cm lesz.

. J

Megoldas. Jelolje ki a mintat (mindhdrom oszlopot) a pdf-ben. [+ &l segitségével
tegye a vagolapra. Nyisson meg egy lires munkalapot Excelben, lépjen az Al cellara és
+ segitségével illessze be. Most még a harom adatsor egy oszlopban van. Ezek
szétvalasztasahoz tegye a kovetkezOket: |Adatok ) Szovegbdl oszlopok| majd ® Fix széles
[ Tovabb| [ Tovabb| |Befejezés|

a. Az ay,ay,dy egyiitthatok kiszamoldsahoz jelolje ki a D1:F1 cellatartoményt, majd
gépelje be a kévetkezét : [FLIN. ILL (A1:A26;B1:C26)], majd [Sig)+ B+ Eid Fn-
nek hatasara az a,,ay, ap értékek rendre megjelennek a D1, E1, F1 celldkban.

b. A D2 celldba gépelje be a 102 értéket, az E2 cellaba a 648 értéket. Ekkor a tetéz6
vizallas becslése ezzel szamolhatd ki: [=TREND (A1:A26;B1:C26;D2:E2)]. A kapott

érték egészre kerekitve 800 cm.

2.1. tablazat 2.2. tablazat

n & n & &
1,25 10,36 590 58 405
1,40 8,94 660 52 450
2,13 13,21 780 133 350
1,19 15,80 770 179 285
1,65 11,18 710 96 330
1,89 13,64 640 72 400
1,68 19,53 670 72 550
1,77 24,56 520 43 480
1,28 11,48 660 62 450
1,16 7,77 690 67 610
0,94 11,30 500 64 380
3,69 28,13 460 33 460
3,51 30,18 610 57 425
3,14 23,14 710 62 560
1,22 15,88 620 54 420
2,29 19,76 660 48 620
4,42 35,36 620 86 390
2,90 25,40 590 74 350
740 95 570

730 44 710

720 53 700

720 77 580

640 46 700

805 123 560

510 26 370

673 62 430
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