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Néhany fontos matematikai
fogalom

Miel6tt ratérnénk a valoszintiségszamitas targyalasara, fontos tisztazni néhany olyan
matematikai fogalmat és jelolést, melyek nélkiil nem boldogulnédnk a tovabbiakban.
Ezekrol a fogalmakrol a matematikai analizis érakon fognak bévebben tanulni.

() iires halmaz

7, az egész szamok halmaza

N a pozitiv egész szamok halmaza
R a valés szamok halmaza

Q a racionalis szamok halmaza

Emlékeztetoiil, egy szam akkor racionalis, ha felirhaté két egész szam hanyadosaként.
Példaul 0,75 racionalis, hiszen 0,75 = %, de V2 (vagyis az a pozitiv valés szam,
melynek a négyzete 2) nem racionélis, azaz irraciondlis.

Definicié

Halmazrendszernek nevezzilkk azokat a halmazokat, melyeknek az elemei is

halmazok. Egy halmaz hatvanyhalmazdn az adott halmaz 6sszes részhalmazabol
allé6 halmazrendszert értjik.

Példaul halmazrendszerek a kovetkezok:
0,2} ¢ {{1,2},{3}}.
Az {1,2} hatvanyhalmaza
{0,413, {2}, {1,2}}.
Az () minden hatvinyhalmaznak eleme, hiszen minden halmaznak részhalmaza.

Definicio

Egy halmazrol azt mondjuk, hogy megszamldlhatoan végtelen szamossdgi, ha
van olyan fiiggvény, amely ezt a halmazt a pozitiv egész szamok halmazara
kolcsonosen egyértelmiien képezi le. Egy halmaz megszamldlhato szdmossagii,
ha véges sok eleme van vagy megszamlalhatéan végtelen szamossagu.




Példaul a pozitiv paros szamok halmaza megszamlalhatoan végtelen szamossagu, mert
n

az f: A= N, f(n) := 7 fiiggvény — ahol az A jeldli a pozitiv paros szamok halmazét —

kolesonosen egyértelmii leképezése A-nak N-re. Bizonyithatd, hogy példaul a racionalis
szamok halmaza megszamlalhatoan végtelen szamossagu, de a valds szamok halmaza
nem. Az utobbit kontinuum szimossdgiunak nevezzik.

Definicio

Jeloljon A; egy halmazt minden ¢ € N esetén. Ekkor

U 4
i=1

azon x elemekbdl all6 halmazt jeloli, melyekre valamely ¢ € N esetén x € A;.

Maésrészt
o
M Ai
i=1

azon x elemekbdl all6 halmazt jeloli, melyekre x € A; minden ¢ € N esetén.

Példaul, ha az A; halmaz 1-t0l i-ig tartalmazza az egész szamokat, akkor

=1

i=1

Definicié
Legyen a,, egy valos szamsorozat, azaz a, € R minden n € N esetén.

(1) Azt mondjuk, hogy a, nullsorozat, ha barmely ¢ > 0 esetén |a,| < ¢
legfeljebb véges sok pozitiv egész n kivételével teljesiil.

(2) Azt mondjuk, hogy a, konvergens, ha van olyan a € R, hogy a, — a
nullsorozat. Ekkor az a szdmot az a,, sorozat hatdarértékének nevezzik.
Jelolése:

lim a, = a.
n— oo

\_

A definiciébdl lathatd, hogy minden nullsorozat konvergens és a hatarértéke 0,
tovabba, hogy az a, pontosan akkor nullsorozat, ha |a,| nullsorozat.

Példaul az a, = % sorozat nullsorozat, mert barmely € > 0 esetén, ha n > %,
akkor |a,| = + < e. (Azaz csak véges sok, nevezetesen * darab olyan a, van, melyre

la,| < € nem teljesiil.) Tehat

1
lim — = 0.
n—oo n,
Ebbdl mar kovetkezik, hogy példaul a,, = % + 5 konvergens sorozat és a hatarértéke

5, azaz

lim (1 +5] =5.
n—oo \ n



Definicié
Legyen a,, egy valos szamsorozat és

n
Sni=Y @i=ar+as+---+a,
=1

minden n € N esetén. Ha az s,, sorozat konvergens, akkor annak hatarértékét

(@)
Sa
i=1

modon jeloljik és az a, sorozatbol képzett sordsszegnek nevezziik.

Példaul a,, = 0,5" esetén a mértani sorozat Osszegképletét felhasznalva adodik, hogy
$n=05+05"+---+05"=1-05"

Emlékeztetdiil az osszegképlet

qn+1_q
q+q2+...+q”:7q_1 , ha g # 1.

Mivel barmely € > 0 esetén, ha n > log, 5 &, akkor |—0,5"| < g, ezért —0,5" nullsoro-
zat, azaz s, konvergens és a hatarértéke 1. Igy

> 05 =1.
i=1



1. fejezet

Események és valdsziniliség

Bizonyos jelenségeknél az 6sszes koriilmény figyelembe vétele nagyon nehéz vagy
lehetetlen. Ennek oka lehet példaul, hogy a jelenség hatterében meghtizodo koriilmé-
nyek rendszere a tudoméany mai allasa szerint még nem teljesen feltart, vagy nem
tudjuk mérni oket, vagy szamuk tul nagy és kapcsolatuk nagyon bonyolult. Ilyenkor
a figyelembe vett koriilmények Osszessége nem hatarozza meg egy esemény beko-
vetkezésének elegend6 okat. Az ilyen eseményeket véletlen eseményeknek nevezziik.
Példaul dobdkockaval jatszva csak azt a tényt vessziik figyelembe, hogy feldobtuk.
Ez viszont nem hatarozza meg a dobas eredményét egyértelmiien, igy példaul a hatos
dobésa véletlen eseményt jelent szamunkra.

Ha egy véletlen kimenetelii jelenség sokszor megismétlodhet, akkor véletlen to-
megjelenségrol beszéliink. Az ilyen tipusu jelenségekrdl a véletlenszertiségiik ellenére
is attekintést nyerhetiink. Példaul a radioaktiv bomlas esetén minden egyes atommag
bomlasa véletlennek tekinthetd, mégis sok millidrd atommag esetében mar elore
meg tudjuk mondani nagy pontossiaggal, hogy egy meghatarozott idon belil hany
szazalékuk fog elbomlani. Ez a bomlas tigynevezett exponencidlis torvénye, melyet a
valoszinliségszamitas segitségével irhatunk le.

A waldsziniiségszamitas a véletlen kimenetelt jelenségek illetve kisérletek matema-
tikai modellezése.

Egy kisérletben azt tekintjik megfigyelhetd eseménynek (a tovabbiakban réviden
csak eseményt mondunk), melyrél egyértelmiien eldéntheté a kisérlet elvégzése utén,
hogy bekovetkezett-e vagy sem.

A matematikdban az eseményeket halmazokkal fogjuk modellezni. Ha egy kisér-
letben A és B halmazok eseményeket modelleznek, akkor AU B azt fogja jelenteni,
hogy az A és B koziil legalabb az egyik bekovetkezik. Errol egyértelmiien eldontheto a
kisérlet elvégzése utan, hogy bekovetkezett-e, ezért ez is eseményt modellez. Masrészt,
ha A esemény, akkor az A ellenkezje is az. Jeloljitk ezt A-val. Az AU A biztosan
bekovetkezik, ezért ezt biztos eseménynek nevezzik és (2-val jeloljik. Ebbol lathato,
hogy A az A-nak Q-ra vonatkozé komplementere, tovibba minden esemény az €2 egy
részhalmaza. A nem megfigyelheté események — vagyis amelyekrdl a kisérlet elvégzése
utan nem allapithaté meg egyértelmiien, hogy bekovetkezett-e — szintén részhalmazai
az (-nak, de ezekkel a tovabbiakban nem foglalkozunk. Az adott kisérletre vonat-



koz6 események rendszerét jeloljiik F-fel, mely tehat az €2 hatvanyhalmazanak egy
részhalmaza.

Példaul amikor egy dobokockaval jatszunk, az egyes, kettes, harmas, négyes, 6tos
vagy a hatos oldal lehet feliil. A nekik megfelelé halmazok legyenek a kévetkezok:
{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}. De mas események is vannak. Példaul hogy péros szdm
lesz feliil: {2,4,6} = {2} U {4} U {6}, vagy nem egyes lesz feliil: {1} = {2,3,4,5,6}.
Itt a biztos esemény {1,2,3,4,5,6}.

Az () felirasanal azt is figyelembe kell venni, hogy egy kisérletet mikor tekintiink
sikeresnek, illetve mikor sikertelen, azaz mikor kell helyette 0j kisérletet végrehajtani.
Az el6bbi példaban, ha az élére esik a kocka, akkor azt sikertelen kisérletnek tekintjiik,
hiszen 2 elemei kozott egy sincs, ami ezt az esetet jelentené. Amennyiben mégis
be akarjuk vonni a modelliinkbe a kocka élére esését, akkor az € felirasa méodosul
példaul erre: {1,2,3,4,5,6,él}.

A modellalkotéas kévetkezd 1épése valamilyen tapasztalati torvény megfigyelése az
eseményekkel kapcsolatosan. Ilyet el6szor Jacob Bernoulli (1654-1705) svéjci mate-
matikus publikalt. Egy kisérletet hajtsunk végre egymas utan tobbszor egymastol
fiiggetleniil azonos koriilmények kozott. Figyeljink meg ebben a kisérletsorozatban
egy bizonyos eseményt. Ezen esemény bekovetkezéseinek a szamat az esemény gyakori-
saganak, mig a bekovetkezések szaméanak és a kisérletek szamanak ardnyat az esemény
relativ gyakorisaganak fogjuk nevezni. Példaul egy dobdkockaval tobbszor dobva,
abrazoljuk a hatos dobasok relativ gyakorisagat a dobasok szamanak fliggvényében:

500

Azt latjuk, hogy a hatos dobas relativ gyakorisdga a dobasok szamanak novelésé-
vel egyre kisebb mértékben ingadozik é koriil. Mas véletlen kimenetell kisérletek
eseményeire is hasonl6 a tapasztalat:

A kisérletek szdmdnak novelésével a figyelt esemény bekdvetkezésének relativ
gyakorisaga eqyre kisebb mértékben ingadozik eqy konstans koriil.

Ezt a konstanst a figyelt esemény valdsziniségének fogjuk nevezni. A tovabbi-
akban P(A) jelolje az A esemény valészintiségét. Itt P egy fliggvény, amely minden
eseményhez hozzarendel egy szamot. Kénnyen lathaté, hogy minden esemény valészi-
niisége nemnegativ valds szam, a biztos esemény valosziniisége 1, illetve egyszerre be
nem kovetkezo események uniéjanak valoszinlisége az események valdszintiségeinek
0sszege.

Andrej Nyikolajevics Kolmogorov (1903-1987) az el6z6eket kiegészitve még azt
is feltételezte, hogy megszamlalhatoan végtelen sok esemény unidja is esemény,
tovabba, hogy megszamlalhatéan végtelen sok paronként diszjunkt esemény uni6ja-
nak valoszintlisége, ezen események valoszintiségeinek Osszegével egyenlo. Ezzel egy

7



olyan elméletet kapott, amellyel mar matematikailag bizonyithatéva valik Bernoulli
megfigyelése. Ezt foglaltuk Ossze a kovetkezo definicidban, amely tehat a véletlen
kimenetelii jelenségek matematikai modellje.

Legyen () egy nem iires halmaz, az F részhalmaza az () hatvanyhalmazanak,
tovabba P: F — R. Tegytik fel, hogy ezekre teljesiilnek a kévetkezok :

1. axioma. Q2 € F.

2. axiéma. Ha A € F, akkor A € F, ahol A= Q\ A.

3. axioma. Ha A; € F minden 7 € N esetén, akkor

U 4ieF.
1=1

azioma. Minden A € F esetén P(A) > 0.
azxioma. P(Q) = 1.
6. axioma. Ha A; € F (1 =1,2,...) paronként diszjunktak, akkor

p(i'j Al-) — 5-P(4).

S

Ekkor F-et o-algebranak (ejtsd: szigma-algebra), elemeit eseményeknek, Q-t
biztos eseménynek, a P fiiggvényt valdsziniségnek, a P(A) szdmot az A esemény
valoszintségének, az (Q, F,P) rendezett harmast valdsziniiségi mezdnek, a
6. axiéomat pedig o-additivitdsnak nevezzik.

Definicid

Az 1. és 2. axiémdk miatt () € F, amit a tovdbbiakban lehetetlen eseménynek
nevezink.

Ha (2, F, P) valészintiségi mez6, A; € F minden i € N esetén és n € N, akkor

NAieF, ((AeF é |JAceF

i=1 1=1 =1

Definicio

Legyen (Q, F, P) valésziniiségi mez6 és A, B € F.

(1) Ha A C B, akkor azt mondjuk, hogy az A maga utdn vonja B-t.

(2) A-t az A ellentett eseményének nevezziik.




(3) Ha ANB = (), akkor az A és B eseményeket eqymdst kizard eseményeknek
nevezziik.

AU B akkor kévetkezik be, ha A és B koziil legalabb az egyik bekovetkezik. AN B
akkor kovetkezik be, ha A és B egyszerre bekovetkezik. A akkor kévetkezik be, ha az
A nem kovetkezik be. A\ B = AN B akkor kovetkezik be, ha A bekovetkezik de B
nem.

Legyen (92, F,P) valészintiségi mez8, A;, A, B € F (i € N) és n € N. Ekkor
teljesiilnek a kovetkezok:

(1) P(0) =o0.

(2) (véges additivitas) Ha Ay, ..., A, paronként egymast kizar6 események,
akkor P(A; U---UA,) =P(4))+ -+ P(A4,).

(3) P(A)=1-P(A).

(4) P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B).

(5) (monotonitds) Ha A C B, akkor P(A) < P(B).
L (6) P(A) <1
Feladatok

1.1. feladat. Egy dobdkockat kétszer feldobunk. Ha a dobott szamok 6sszege kettd,
akkor feldobjuk még egyszer. Adjuk meg az ()-t!

Megoldads.

Q={(1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,1,4),(1,1,5), (1, 1,6),
(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (1,6),

(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5), (2,6),

(3,1),(3,2),(3,3),(3,4), (3,5), (3,6),

(4,1),(4,2),(4,3), (4,4), (4,5), (4,6),

(5,1),(5,2),(5,3),(5,4), (5,5), (5,6),

(6,1),(6,2),(6,3),(6,4), (6,5), (6,6)}

1.2. feladat. Az egész szamok koziil valasztunk egyet. Az A esemény jelentse azt,
hogy a kivalasztott szam Ottel oszthatd, B pedig azt, hogy a szam nullara végzodik.
Mit jelentenek a kovetkezd események ?

(1) AuB

(2) ANB



(3) A\ B

Megoldas.
(1) AU B: a kivédlasztott szam Ottel oszthaté;
(2) AN B: a kivdlasztott szam nulldra végzodik;
(3) A\ B: a kivalasztott szam otre végzdédik;

1.3. feladat. Jelentse A azt az eseményt, hogy magyar kartyabdl egy zold lapot
huzunk, B pedig azt, hogy kiralyt. Fogalmazzuk meg szavakban a kdvetkezd esemé-
nyeket! Az egyes események hanyféleképpen kovetkezhetnek be?

Megoldas.
(1) AU B: Zoldet vagy kiralyt hizunk. (11)
2) AN B: Zold kirdlyt hizunk. (1)
3) AN B: Zoldts] kilonbézé kiralyt hizunk. (3)
4) AU B: Zold kirdlytdl kiilénboz6t htizunk. (31)
) AU B: Zoldet vagy kirdlytdl kiilénbozét htuzunk. (29)
) A\ B: Zoldet hiizunk, de nem kiralyt. (7)
) (A\ B)U(B\ A): Zoldet vagy kiralyt, de nem zold kiralyt hizunk. (10)
) AU B: Nem zoldet és nem is kirdlyt huzunk. (21)
) AN B: Zold kirdlytol kulénbozot hizunk. (31)

(
(
(
(5
(6
(7
8
9

1.4. feladat. Egy miithelyben harom gép dolgozik. Jelentse A; azt az eseményt, hogy
az i-edik gép egy éven belil elromlik. Fejezziik ki az A; eseményekkel a kovetkezdket :
1) csak az elsé romlik el;

mindharom elromlik;

egyik sem romlik el;

az els6 és a masodik nem romlik el;

2)
3)
)
) az elsé és a masodik elromlik, a harmadik nem;
)
)
)
)

4
csak egy gép romlik el;
legfeljebb egy gép romlik el;

legfeljebb két gép romlik el;
legalabb egy gép elromlik.

(
(
(
(
(5
(6
(7
(8
(9
Megoldas.

(1) A;nAyn Az

(2) AyNA;nN A

(3) AinAy;nN Az

10



)
) bNAs N
) (A1NAyNA3) U (A NANA3) U (A NANA;s)
) (AN Ay NA3)U (A NANA3) U (A NA; N Az) U (A N Ay N As)
) AU AU Ay

) AU Ay U Ay

1.5. feladat. Két szamot hizunk egymas utan az elso ezer pozitiv egész szam koziil.
Legyen A az az esemény, hogy az elsé paros, B pedig az, hogy a masodik szam paros.
Jeloljitk C-vel azt az eseményt, hogy a két szam szorzata paros, D-vel pedig azt,
hogy pératlan. Irjuk fel C-t és D-t az A és B eseményekkel !

Megoldds. C = AUBé D=ANB=AUB.

11



2. fejezet

Klasszikus valdsziniiségi mezo

Most a legegyszeriibb valdszinliségi mez6t mutatjuk be, melyben a biztos esemény
egy véges halmaz és minden esemény valdszinilisége aranyos a szamossagaval. A
gyakorlatban a szerencsejatékok kapcsan mertilt fel el6szor ennek a vizsgalata.

Legyen ) egy n elemii halmaz, F az € hatvanyhalmaza, tovabba

P:F—R, PA)= ﬁ,
n
ahol k az A elemeinek a szama. Ekkor az (0, F, P)-t klasszikus valdsziniségi

mezonek nevezzuk.

-

Legyen () nem iires véges halmaz, F az () hatvanyhalmaza és P: F — R valo-

szinliség. Ekkor (€, F, P) pontosan abban az esetben klasszikus valészintiségi
mezo, ha az egyelemii események valosziniiségei megegyeznek.

A példak megoldasanal el6szor a biztos eseményt hatarozzuk meg, hiszen csak
az alapjan lehet tudni, hogy mennyi az elemeinek a szdma (n), amit ugy is szoktak
nevezni, hogy az Osszes esetek szama. Ha ezt tudjuk, akkor méar a figyelt A esemény
elemeinek a szdma (k) is meghatarozhatd, amit kedvezé esetek szaméanak is neveznek.
Fontos, hogy a biztos esemény minden egyelemii részhalmazanak ugyanakkora legyen
a valdszinlisége, kiilonben nem klasszikus a valdszinliségi mezo, igy a valdszintliség
sem lesz egyenlo %—nel.

Az 6sszes illetve kedvezo esetek szamat legtobbszor un. kombinatorikai eszkozokkel
szamolhatjuk ki. El6szor bevezetiink néhany jelolést, amire sziikségiink lesz:

nl:=1-2-...-n
(ejtsd: ,n faktoridalis”), ahol n € N. Kényelmi okokb6l még bevezetjik a

0l:=1

12



jelolést is. Szitkségiink lesz még a binomidlis egyiitthato fogalmara is:

()= mom

(ejtsd: ,n alatt a k), ahol n, k € N és k < n. A kombinatorikai alapeseteket példakon
mutatjuk be.

Ismétlés nélkiili permutaciék szama ¢ Hanyféle 6tjegyl szamot lehet el6allitani
az 1, 3, 5, 7, 9 szadmjegyekbol, ha ezekbdl mindegyiket fel kell hasznéalni?

Megoldads. Az els6 szamjegyet otféleképpen, a kovetkezot négy, aztan harom, majd
ketto, végiil az utolsot mar csak egyféleképpen lehet kivilasztani. Igy a megoldas
5! = 120.

Altaldnosan: n db elemet n!-féleképpen lehet sorba allitani tgy, hogy minden elemet
pontosan egyszer hasznalunk fel.

Ismétléses permutaciok szama ¢ Hanyféle hétjegyi szamot lehet el6allitani az
1, 1, 3, 3, 3, 5, 5 szamjegyekbdl, ha ezekbdl mindegyiket fel kell hasznalni?

Megoldds. Ezt a hét db szamjegyet 7!-féleképpen allithatjuk sorba, de ezekben egy

eset 2! - 3! - 2l-szor ismétlddik. Igy a megoldas %:2, = 210.

Altaldnosan: Ha n db elembél ki, ks, . .., k. db azonos van (ky + ko + - - - + k. = n),
akkor ezek mindegyikének felhasznalasaval

n!
ki-ky-... -k,

kiilonb6zo6 sorba allitast kaphatunk.

Ismétlés nélkiili kombinacidk szama ¢ Otoslottén hanyféle szamotost sorsolhat-
nak ki?

Megoldds. Az els6 szamot 90-féleképpen huzhatjak, a kovetkezot 89, majd 88 sth. az
otodiket 86-féleképpen hiizhatjak ki. Azonban igy azokat az eseteket is beleszamoltuk,
amikor ugyanazt a szamotost huztak, csak mas sorrendben. Egy konkrét szamotost

4172 , . ‘ .89.88.87-86 _ (90 __
5\-féleképpen hizhatnak ki, igy a megoldas “S-S85T86 — (%) — 43049 268,

Altaldnosan: Ha n db kiilonbozé elembdl k darabot (0 < k < n) kell kivdlasztani
ugy, hogy egy elemet maximum csak egyszer valaszthatjuk és a sorrend nem szamit,

akkor ezt
n
k
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Ismétléses kombinaciok szama ¢ 10 db postaladaba akarunk elhelyezni 15 db
egyforma szérdlapot. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

Megoldds. A gondolatmenet hosszu, itt csak a végeredményt kozoljik: (
= (11) = 1307504,

104+15—-1
15 -

Altaldnosan: Ha n db kiilonbo6zd elembél k darabot kell kivdlasztani Ggy, hogy egy
elemet tobbszor is valaszthatjuk és a sorrend nem szamit, akkor ezt

o

Ismétlés nélkiili varidcidk szama ¢ Egy 8 f6s brigadbdl 5 embert kell kivalasztani
5 kiilonboz6 munkara. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg, ha barmely munkéra barki
kivalaszthatd?

modon tehetjilkk meg.

Megoldds. Az els6 munkara 8 ember koziil valaszthatunk, a méasodikra 7 stb. az
otodikre 4 ember kozil valaszthatunk. Igy a megoldas 8 -7-6-5-4 = (g) -5 = 6720.

Altaldnosan: Ha n db kiilénbozd elembél k darabot (0 < k < n) kell kivdlasztani
ugy, hogy egy elemet maximum csak egyszer valaszthatjuk és a sorrend is szamit,

akkor ezt
n
k!
f

Ismétléses variaciok szama ¢ Totoban egy tipposzlopot hanyféleképpen tolthe-
tink ki?

moédon tehetjitk meg.

Megoldds. 14 db meccsre kell tippelni, egyre 3-féleképpen (1, 2, x). Igy a megoldas
3 = 47829609.

Altaldnosan: Ha n db kiilonb6z elembél k darabot kell kivalasztani ugy, hogy egy
elemet tobbszor is valaszthatjuk és a sorrend szamit, akkor ezt n* médon tehetjiik
meg.

Feladatok

2.1. feladat. Totoban mi a valdsziniisége a 10-es talalatnak, ha feltessziik, hogy
minden tipp bekévetkezésének a valoszintisége egyforma?

//////

halmaza. Ekkor minden tippnek megfelel pontosan egy €2-beli elem. Ekkor egy
klasszikus valészintiségi mezét kapunk, melyben a 10-es talalat (;g) .23 . 3-féleképpen
kovetkezhet be. Ugyanis a 10-es taldlatot az els6é 13 mérkozésbol kell elérni, ami
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Gg) - 23-féleképpen lehetséges, és még a 14. mérkézésre 3-féleképpen tippelhetiink.

Az Q elemeinek a szdma, azaz az dsszes esetek szdma 3'4. [gy a valészinfiség

(}3) .23.3
s

2.2. feladat. 52 lapos romi kartyat szétosztunk Antalnak, Bélanak, Jozsefnek és
Imrének véletlenszeriien gy, hogy mindenkinek 13 lapja legyen. Mi a valdszintisége
annak, hogy a treff aszt Antal kapja meg?

Megoldds. Az {w,} reprezentdlja azt az esetet, amikor a treff szt Antal kapja meg,
hasonléan {wy} azt amikor Béla, {ws} azt amikor Jozsef, végiil {ws} azt amikor Imre
kapja meg. Legyen Q := {wy, ws, w3, w4 }. Egyik személyt sem tiinteti ki a tobbihez
képest a leosztas, igy az {w;}-k valosziniiségei megegyeznek. Tehét ez klasszikus
valoszintiségi mezo. Ekkor a kedvez6 esetek szama 1, mig az 6sszes esetek szama 4.
Vagyis a valdszinliség i.

Masképpen is megoldhatjuk a feladatot. Az Q) legyen a kartya 52 lapjanak Osszes
13-adosztalyu ismétlés nélkiili kombinaciéjanak halmaza. Ekkor az Antalnak kiosztott
valoszintiségei egyformék a szimmetria viszonyok miatt, ezért klasszikus valoszintiségi
mezot kapunk. Azon esetek szama amikor a treff 4sz a kombindciéban van, azaz
a kedvezo esetek szama, (51>. Az Q) elemeinek a szama (52). Igy a valészinfiség

12 13
51 52
(12) : (13) = i'
2.3. feladat. Két szabalyos kockat feldobunk. Mi a valészinlisége, hogy a dobott
szamok Osszege 77

Megoldas. Eloszor azt tisztazzuk, hogy a két kockat meg kell-e kiilonboztetni vagy

sem? A valasz meglepé mdédon az, hogy mindegy. Ugyanis az szubjektiv tény, hogy

meg tudjuk-e kiillonboztetni a kockdkat vagy sem, mig a valdszinliség értéke objektiv.
Most tekintsiik azt az esetet, amikor a két kockat megkiilonboztetjiik. Ekkor

Q={(1,1),(1,2),...,(1,6),
(2,6

) ) Y VAR ) Y

(6,1),(6,2),...,(6,6)}.

A kérdéses esemény A = {(1,6),(2,5), (3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}, tehat P(A) = 3

Ezutan vizsgaljuk azt az esetet, amikor a két kockat nem kiilonboztetjiik meg!

Ebben az esetben

QO =1{(1,1),(1,2),...,(1,6),
(2,2),...,(2.6),
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A kérdéses esemény A = {(1,6), (2,5),(3,4)}, tehat P(A) = 23—1 Ez viszont nem egye-
zik meg az elobbi eredménnyel, mikézben azt mondtuk, hogy mindegy melyik esetet
taglaljuk, az eredménynek ugyanannak kell lennie. Mi a latszélagos ellentmondéas
oka? A masodik esetbeli rossz szamitas. Ugyanis az nem alkot klasszikus valdszi-
niiségi mez&t, hiszen példaul P({(l, 1)}) # P({(l, 2)}) Tehat ebben az esetben a
2 hényados nem egyenld a P(A) értékével. Ekkor a kovetkezd szadmitds a helyes:
Az els6 esetre visszavezetve (ami klasszikus valdszinliségi mezé) kénnyen lathato,
hogy P({(1,6)}2 = P({(2,5)}) = P({(3,4)}) = 2, fey P(A) = 3- %, ami mdr
megegyezik az el6z6 eredménnyel.

Osszefoglalva tehat, mindegy, hogy a kockakat megkiilonboztetjiik vagy sem, de
elébbi esetben klasszikus valoszintiségi mezot kapunk, mig az utéobbiban nem. Ezért
célszertibb a kockak megkiilonboztetése.

2.4. feladat. Otoslottéban egy szelvénnyel jatszva, mi a valészintisége, hogy kettes
talalatunk lesz?

Megoldas. Legyen €) az Osszes lott6otos halmaza, azaz lexikografikus elrendezésben
Q= {{1,2,3,4,5},{1,2,3,4,6},..., {86,87,88,89,90} }.

Ekkor  elemeinek a szama (90)

5 )- Fontos kérdés, hogy ez klasszikus valdszinliségi mezd-
e, azaz példaul az {1,2,3,4,5} és az {13,25,41,72,86} lott66tosok valdszintiségei
megegyeznek-e 7 Gyakran hallott valasz, hogy nem, mivel az elso lotto6tos ,,rendezett”,
mig a masodik nem, tovabbé a tapasztalat azt mutatja, hogy sokkal ritkdbban htuznak
yrendezett” lottootost. Nos az valoban igaz, hogy ritkdbban hiznak ,rendezett”
lott6otost, de ez azért van igy, mert kevesebb van beldliik. De ettdl egy konkrét
yrendezett” lottéotosnek az esélye még ugyanakkora, mint egy konkrét ,rendezetlené”.
Hogy ezt megértsiik gondoljon egy olyan kockara, melynek a hatos oldala piros, a
tobbi fehér. Ekkor azt tapasztaljuk, hogy nagyobb eséllyel dobunk fehér oldalt, mint
pirosat, masrészt viszont a hatos és az egyes dobas valdszintiségei megegyeznek, pedig
a hatos oldal piros, mig az egyes oldal fehér.

Egy masik magyarazat arra, hogy miért kapunk klasszikus esetet: A szamok-
nak itt csak annyi a jelentésége, hogy az egyes golyokat megkiilonboztesse. Viszont
a szamoknak van egy olyan tulajdonsiga, aminek a lottoban nincs szerepe, neve-
zetesen a rendezettség. Ebbdl fakaddan tlinik egy lottootos ,,rendezettnek” vagy
,rendezetlennek”.

Most mar ratérhetiink a szamolasra. Az altalunk tippelt 6t szambol kettot kell
kihiizni, mely (2) modon lehetséges, mig a tobbi 85-bol harmat, mely (835) modon

5\ (85
()(%)
90
(%)
Ez azt jelenti, hogy hetenként egy szelvénnyel jatszva, hosszu tavon atlagosan, kb. 44
hetenként egyszer lesz kettesiink az 6toslotton.

lehetséges. Igy a megoldds

~ 0,0225.

2.5. feladat. Mennyi a valészinlisége, hogy 6toslotton kétszer egymasutan ugyan-
azokat a szamokat huzzak ki?
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Megoldas. Az els6 és a masodik héten is (950) lott66tost huzhatnak ki, igy az

2
elemeinek a szama (950) . Ebbol a kedvezo esetek szama (950) - 1, hiszen az els6 héten
tetszOlegesen hiizhatnak, de a kovetkezo héten mar csak azt hizhatjak, amit el6tte.

Igy a megoldés
(%) _ 1

&) )

T [(90\"
(%)
2.6. feladat. Egy dobozban 7 piros és 5 fekete golyé van. Ha visszatevés nélkiil

kivesszitk mind a 12 goly6t, mennyi annak a valdszintisége, hogy feketét huzunk
utoljara?

Megoldas. il
12

2.7. feladat. Mennyi annak a valészintisége, hogy 10 kockaval dobva pontosan négy
darab hatost dobunk?

(10).14.56 10\ /174 /516

I 4

s E22 (0172

2.8. feladat. Egy dobozban 5 piros golyd van. Hany feketét kell hozzatenni, hogy
fekete goly6 huzasanak a valdszintisége nagyobb legyen 0,9-nél?

Megoldds. = > 0,9 egyenlStlenségnek kell teljestilni, ahol = a feketék szama. Ennek
megoldasa z > 45, azaz legaldbb 46 feketét kell a dobozba tenni.

2.9. feladat. A szamjegyeket véletlenszeriien egymasmellé irjuk. Mennyi a valdszi-
nlisége, hogy két primszam koézott nem lesz primtél kiilonbo6zo ?

Megoldds. A prim szamjegyek: 2, 3, 5, 7. Ezeket irjuk egy lapra, a tobbit pedig kiilon

lapokra. Igy 7 darab cetli lesz, amiknek a kisorsolasaval igy tudunk egy véletlenszerti

sorrendet el6allitani, hogy két prim koézott nem lesz primtdl kiillonboéz6. Ugyanakkor

a primeket tartalmazo cetlire 4!-féleképpen irhatjuk fel a szamokat, sorrendjiiket
417!

tekintve. Ezért az eredmény T

2.10. feladat. Nyolc bastyat véletlenszeriien elhelyeziink egy sakktablan. Mennyi a
valoszinlisége, hogy egyik sem iiti a masikat?

8!

64

(%)
2.11. feladat. Hat dobdkockat egyszerre feldobva, mennyi a valdszintisége, hogy
lesz kozottiik legalabb két egyforma értékii?

Megoldas.

, ’ sz . ’ ’ s , [
Megoldas. Annak a valdszintisége, hogy minden kockan mas érték van 27'5, igy ennek

ellenkezoje 1 — g—é valoszintiséggel kovetkezhet be.

2.12. feladat. Ot dobdkockat egyszerre feldobva, mennyi a valésziniisége, hogy lesz
kozottiik legalabb két egyforma értéki?
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6!

Megoldds. Annak a valésziniisége, hogy minden kockan mds érték van ¢, igy ennek

ellenkezdje 1 — g—é valoszintiséggel kovetkezhet be.

2.13. feladat. Egy dobozban 15 papirlap van 1-t6l 15-ig megszamozva. Taldlomra
kivesziink 5 lapot. Mennyi a valdszintisége, hogy a kihuzott legkisebb szdm nagyobb
6-nal?

(:)
Megoldds. =

(%)
2.14. feladat. Mi valosziniibb, 6 kockaval legalabb egy darab egyest vagy 12 kockéaval
legalabb két darab egyest dobni?
56
66
esélye, hogy 12 kockaval maximum egy darab egyest dobunk 512%#511. Az utébbi
nagyobb, ezért az a valdszintibb, hogy 6 kockéaval legalabb egy darab egyest dobunk.

Megoldas. Annak a valdszintisége, hogy 6 kockaval nem dobunk egyest mig annak

2.15. feladat. Mi a valdsziniisége annak, hogy egy 30 fos tarsasagban nincs két
olyan ember, akiknek a sziiletésnapja megegyezik ?

365-364-...-336 365!
36530 335! - 36530

2.16. feladat. Egy televizios vetélkedében harom ajto koziil az egyik mogott auto,
a masik ketté6 mogott kecske taldlhatd. A jatékos a becsukott ajtok koziil kivalaszt
egyet, majd a jatékvezeto a masik kettd koziil kinyit egy olyat, ami mogott kecske
van. A jatékos ezutan még egyszer donthet. Az eredetileg kivalasztott ajtondl marad,
vagy inkabb a masik ajtora tippel. Vajon mikor nagyobb a valdszintisége annak,
hogy nyer a jatékos? Ha valtoztat az els6 dontésén, vagy ha kitart mellette? Esetleg
teljesen mindegy, mert maradnak az esélyek?

Ezt a jatékot Monty Hall-dilemmanak is nevezik, mert Monty Hall ,,Let’s make a
deal” cimii tévés vetélkeddjében jatszottdk. Marilyn Savant — akinek az 1Q-ja 228,
ami a valaha mért legnagyobb érték — a valtas mellett érvelt. Azonban a legtobb
matematikus — koztik Erdés Pal — nem tartotta jonak a magyarazatot. Akkor hat
mi az igazsag?

Megoldas.

~ 0,29.

Megoldas. Ha nem valtoztat a jatékos az els6 tippen, akkor abban az esetben nyer,
ha eltalalta a nyer6 ajtot, melynek % a valdszinlisége. De ha valtoztat, akkor pon-
tosan abban az esetben nyer, ha elsére nem taldlta el a nyer6 ajtét, hiszen ekkor a
jatékvezetd a masik rossz ajtot nyitja ki, igy amire valtoztat a jatékos, ott biztosan
auto van. Ennek valdszinlisége % Osszegezve tehat, igaza volt Marilyn Savantnak,
azaz megvaltoztatva a tippiinket, kétszeresére no az esélytink a nyerésre.

Amint latjuk, az ember elsé reakciéjdhoz képest (ami az, hogy a véltoztatds nem
befolyasolhatja a valészintiséget) meglepd a valdsag, ugyanakkor nagyon egyszeri a
magyarazat. Akkor miért valtott ki Savant érvelése ekkora ellendllast a matematikusok
korében? Nos, Savant eredeti magyarazata meglehetosen kortilményes és nehezen
érthetd volt, ugyanakkor a matematikusok elsé gondolata, miszerint nem valtozik a
valbszintiség, annyira nyilvanvalonak tint szamukra, hogy nem vették a faradtsagot
Savant magyarazatanak értelmezésére.
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3. fejezet

Geometriai valdsziniiségi mezo

A kovetkezo definicidban egy geometriai alakzat mértéke a hossziisdgot, teriiletet
vagy térfogatot jelenti aszerint, hogy egy-, kett6- vagy haromdimenzios.

Definicié

Legyen (€2, F, P) olyan valészinliségi mez6, melyben 2 pozitiv véges mértéki
k-dimenzios geometriai alakzat, tovabba

P: F >R, PA)=_"22)

ahol m az adott halmaz mértékét jelenti. Ekkor az (2, F,P)-t k-dimenzids
geometriai valosziniséqgi mezonek nevezziik.

Ha két kisérletet hajtunk végre egymastol fiiggetleniil, melyeket az (€, F1, Py)
és (g, Fa, Py) egydimenzids geometriai valoszintiségi mezék irnak le, akkor eze-
ket egyszerre modellezhetjiik egy olyan kétdimenzios geometriai valoszintiségi
mezovel, melyben a biztos esemény €27 x .

Feladatok

3.1. feladat. Egy egységsugart korlapban vele koncentrikus 9 darab kort rajzolunk
ugy, hogy a kapott 10 rész barmelyikébe egyforma valdszintiséggel valaszthatunk ki
pontot. Mekkorak a korok sugarai?

Megoldds. Ha az i. koncentrikus kor sugarat r; jeloli, akkor rir — r? m = 15> azaz

r2 —r?, =0,1,ahol i = 1,2,...,9 és 1o = 0. Ebbdl kapjuk, hogy r; = /0,11, ahol
i=1,2,....9.

3.2. feladat. Vilasszunk véletlenszertien egy @) pontot egy ABCD egységnégyzet
belsejében. Tiikrozziik az AC atléra, a kapott pontot jeloljiikk R-rel. Legyen S a QR
szakasz felezépontja! Mi a valésziniisége annak, hogy az AS tavolsag kisebb, mint 17
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Megoldas. Az AC atléra mérjiink fel egységnyi tavolsagot az A ponttol. A kapott
pontot jeloljik T-vel. A T" pontban allitsunk merdlegest az AC' atléra, amely a DC'
oldalt az L pontban, a C'B oldalt pedig K pontban metszi.

D L C
R
K
Q
A B

Ekkor a keresett valészinfiség az ABK LD 6tszog teriilete, ami TC' = /2 — 1 miatt

1-(V2-12=2V2-2.

3.3. feladat. Egységnyi hosszisagu szakaszon kivalasztunk két pontot. Mi a valdszi-
niisége, hogy a két pont tavolsaga kisebb egy adott h < 1 hosszi szakasznal ?

Megoldas. Tekintsiik az egyik végpontjat az egységnyi hosszisagu szakasznak. A
valasztott P illetve P, pontoknak ettdl a végponttdl vald tavolsaga legyen x illetve
y. Ekkor z,y € [0, 1] teljesiil. Feltételezziik, hogy egyetlen pont kivalasztésa esetén
geometriai valdszinliségi mezorol van sz, igy a két kisérlet egyszerre is leirhato egy
kétdimenzids geometriai valdszintiségi mezében, ahol © = [0, 1] x [0, 1].

Y

X }/zx—i—h:x
e

/y/:x—h

ool
Kérdés a B = {(z,y) € Q: |y — x| < h} esemény valdszinlisége. Az abran lathatjuk

az ()-t, melyben a satirozott rész jeloli a B halmazt. Felirva a B és az () tertileteinek
a hanyadosét, azt kapjuk, hogy P(B) = 2h — h.

3.4. feladat. Ketten talalkoznak egy adott éraban. Egyik a mésikra maximum 10
percet var. Mi a valdszintisége, hogy létrejon a talalkozd?

Megoldds. Vegyiik észre, hogy ez a 3.3. feladat specidlis esete h = % valasztéssal. Igy

a valdészintliség %.

3.5. feladat. Egy raktarhoz egy adott oraban két szallitmany érkezik, de egyszerre

csak az egyik szallitmanyt tudjak kipakolni, amely 20 percig tart. Mi a valdsziniisége,
hogy egyik szallitmanynak sem kell a masikra varni?

20



Megoldas. Ez a 3.3. feladatban megfogalmazott esemény ellentettje h = % valasztéassal.

. 2
Igy a valoszinliség (1 — %) = %.
3.6. feladat. Egy palcat két helyen eltoriink. Mi a valdszintisége, hogy a kapott

harom palcabdl kirakhatd egy haromszog?

Megoldds. A pélca legyen egységnyi hosszisagu, és a két toréspont tavolsdga az egyik
végponttdl legyen z illetve y. Ekkor z,y € [0, 1] miatt Q = [0,1] x [0,1]. Ha z < y,
akkor a harom palca hossza x, y — x és 1 — y. Ezek koziil barmely ketto 0sszegének
nagyobbnak kell lennie, mint a harmadik. Ezért az y > 0,5, y < x + 0,5 és x < 0,5
egyenlotlenségeknek egyszerre kell teljesiilni. Ha y < z, teljesiil, akkor az = > 0,5,
r<y—+0,5ésy <0,5 egyenldtlenségeknek kell egyszerre teljesiilni. Tehat a keresett
A halmaz

0,5

. 1

3.7. feladat. Vélasszunk véletlenszertien egy z szamot a [0, 1] intervallumon, és egy
y szamot a [0, 2] intervallumon. Mennyi a valdszintisége, hogy egy x, egy y és egy
egységnyi hosszusagu szakaszbdél haromszog szerkeszthetd?

Megoldds. Ekkor x € [0,1] és y € [0,2] miatt Q = [0,1] x [0,2]. A kovetkez6 harom
egyenlotlenségnek kell teljesiilni: x +y > 1, .+ 1 > y és y + 1 > x. A harmadik
a feltételekkel mindig teljesiil egy 0 tertiletli helyet kivéve, igy csak az elsé kettot
kell vizsgdlni. Felrajzolva kapjuk, hogy az A :={(z,y) € Q:z4+y>1, 2+ 1>y}
teriilete 1. Mivel € tertilete 2, ezért a valészintiség 0,5.

3.8. feladat. Egy egységnyi oldali négyzet két atellenes oldalan taldlomra valasztunk
egy-egy pontot. Mi a valoszintisége, hogy ezek tavolsaga kisebb mint 1,37

Megoldds. Az ABCD egység oldalti négyzeten az AB és DC' oldalakon valasszuk ki
a két pontot. Az AB oldalon 1évé pontnak az A ponttol mért tavolsdga legyen x. A
DC oldalon 1év6 pontnak a D ponttél mért tavolsaga legyen y.
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D g C
Ekkor z,y € [0, 1] miatt 2 = [0,1] x [0, 1]. A keresett halmaz
A={(z,y) €Q: (z—7y)*+1<1,3?%}

a kovetkezo dbran lathato:

Y

1
vom (€

7.

0,691

gy P(A) =1 — (1 — /0,69)° ~ 0,9713.

3.9. feladat. A [0, 1] intervallumon kivélasztunk két szdmot. Mi a valdsziniisége,
hogy a négyzetosszegiik 1-nél nagyobb?

Megoldds. Legyen a kivalasztott két szdm z és y. Ekkor x,y € [0,1] miatt Q =
=1[0,1] x [0,1]. A keresett halmaz A = {(z,y) € Q: 2* + y* > 1} a kovetkezd dbran
lathato:

fgy P(A) =1 —

13
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4. fejezet

Feltételes valdsziniliség, események
fliiggetlensége

Szabalyos kockaval dobjunk 10-szer. Tegytik fel példdul, hogy a kovetkezd szamokat
kapjuk:
1,5,4,5,5,6,4,2,2 6.

Jelolje A azt az eseményt, hogy maximum harmast dobunk, és B azt, hogy paros
szamot dobunk. Az A, B és AN B események relativ gyakorisdgait jeloljiik rendre
r(A), r(B) és r(AN B) médon. Ekkor

3 6 2
=—, 1r(B)=—, r(ANB)=—.
A val6sziniiség modellezésének bevezetésénél volt egy feltételiink a dobdkocka kisérlet
végrehajtasanal. Abban az esetben, amikor élére esik a kocka, a dobést ne vegytik
szamitasba. Most ezt a feltételt tovabb bovitjiikk. Akkor se vegyiik szamitasba a
dobast, ha nem paros szamot dobunk, azaz nem a B koévetkezik be. Igy mar csak 6
érvényes dobasunk van:

1,3,4,%,5,6,4,2,2,6.
Ebben a moédositott kisérletben az A esemény nem 3-szor, hanem csak kétszer
kovetkezett be, igy a relativ gyakorisdga 2. Ezt jeloljiik r(A | B)-vel. Tehat most

r(AyB>:§.

Ez a relativ gyakorisag pontosan olyan tulajdonsagot fog mutatni, mint az eredeti
relativ gyakorisag, azaz sok kisérlet esetén egy bizonyos érték koril fog ingadozni.
Ezt az értéket az A esemény B-re vonatkozd feltételes valoszintiségének nevezziik,
tovabba P(A | B) médon jeloljiik.

Hogyan lehet ezt a feltételes valészintiséget kiszamolni az eredeti valoszintiségi me-
z6ben? Az r(A | B) értéke tigy jott ki, hogy a nevezében csak a B bekovetkezéseinek
a szamat, azaz B gyakorisagat irtuk, mig a szamlaloba az A-nak azon bekovetkezéseit
frtuk, amikor B is bekovetkezett, hiszen a tobbit toroltik. Igy teljesil a kovetkezd:

r(AN B)
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A modelliinkben tehat a feltételes valoszinliség a kovetkez6 mdédon definidlhatod:
Legyen (Q, F, P) valdsziniiségi mez, A, B € F és P(B) #0. A

P(AN B)

P(A|B) =55

szamot, az A esemény B-re vonatkozo feltételes valosziniiségének nevezziik.

Tétel Szorzattétel
Legyen (9, F, P) valésziniiségi mez6, A, B € F és P(B) # 0. Ekkor

P(ANB) =P(A| B)P(B).

Jelentse A azt, hogy dobdkockaval elsére hatost, illetve B azt, hogy masodikra
hatost dobunk, azaz A := {(6,1),(6,2),...,(6,6)} és B :={(1,6),(2,6),...,(6,6)}.
Ekkor P(A) =P(A| B) = %, vagyis A-nak a valésziniisége, fliggetlentl attol, hogy a
B feltétellel vizsgaljuk vagy anélkiil, mindig é.

A tovabbiakban, ha P(A) = P(A | B) teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy A
fiiggetlen B-t6l. Konnyti ellendrizni, hogy B is fliggetlen A-tél, hiszen P(B) = % és
P(B|A) = %, tehat megegyeznek. A fliggetlenségnek ez a szimmetria tulajdonsaga
altalanosan is igaz, azaz A pontosan akkor fiiggetlen B-t6l, ha B fliggetlen A-t6l.

Vegytik észre, hogy P(A) P(B) # 0 esetén a fiiggetlenség fogalma ekvivalens azzal,
hogy P(AN B) = P(A) P(B). Ez a képlet akkor is alkalmazhaté, ha P(A) P(B) = 0,

masrészt a szimmetria azonnal lathaté beldle. Ezért a tovabbiakban ezt fogadjuk el

Definicié

Legyen (9, F, P) valosziniiségi mez6 és A, B € F. Azt mondjuk, hogy az A és
B események fiiggetlenek, ha

P(AN B) = P(A) P(B).

Feladatok

4.1. feladat. Két kockaval dobunk. Mennyi a valdszintisége, hogy a dobott szamok
Osszege 7, feltéve, hogy a dobott szamok Osszege paratlan?

Megoldads. Jelentse A azt az eseményt, hogy a dobott szamok Osszege 7, B pedig azt,
hogy paratlan. Ekkor A C B miatt AN B = A, igy

P(ANB) P(A)

PAIE =75 = pm)
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Mivel P(A) = 6% = % és P(B) = %, ezért P(A | B) = %

4.2. feladat. Harom kockaval dobunk. Mekkora a valdsziniisége, hogy az egyik
kockaval hatost dobunk, feltéve, hogy a dobott szamok Osszege 127

Megoldds. Jelolje A azt az eseményt, hogy az egyik kockan hatos van, és B azt, hogy
a dobott szamok o6sszege 12. Ekkor
P(ANB) ¥ 3
PA|B)= ———2> =5 =_,
4.3. feladat. Két kockaval addig dobunk, amig legalabb az egyik hatost nem mutat.
Mi a valészintisége, hogy ekkor a masik is hatost mutat?

Megoldas. Jelolje A azt az eseményt, hogy mindkét kocka hatost mutat, mig B azt,

hogy legaldbb az egyik kocka hatos. Ekkor P(A | B) = Pgé%g) = %1? = %
36

4.4. feladat. Részeges Rezs6 a nap harmadat kocsmaban tolti. A faluban négy kocs-
ma van, barmelyikben el6fordulhat ugyanakkora eséllyel. Egyszer elindulunk, hogy
megkeressiikk. Harom kocsmat mar végigjartunk, de nem talaltuk. Mi a valoszintisége,
hogy a negyedikben lesz?

Megoldds. Jelentse A; azt az eseményt, hogy az altalunk i-ediknek felkeresett kocs-

méban van Rezs6. Ekkor P(4;) = ;- 5 = 15. fgy
— oy DA A N AN A) P(Ay)
P(Ay | A N AN Ay) = a1 %) )
(Al AN Az 0 4) P(A NA;NA,) P(A; UA, U 4;)
P(A,) P(Ay) o5 1

1-P(A,UA;UA;)  1-P(A) —P(Ay) —P(4y) 1-3 9

4.5. feladat. Két dobozbdl az elsében 3 piros és 4 fekete, a masodikban pedig 4
piros és 5 fekete golyé van. Az els6 dobozbdl attesziink egy golyét a mésodikba,
majd a méasodikbdl valasztunk ki egy golyét. Mennyi a valoszintisége, hogy mindkét
alkalommal pirosat hiizunk?

Megoldds. Jelolje A azt az eseményt, hogy méasodikra pirosat hizunk, B pedig azt,
hogy elsore pirosat hizunk. Ekkor a szorzattétel alapjan

_53_b
10 770
4.6. feladat. Egy dobozban 2 fehér és 4 fekete goly6 van. Visszatevés nélkiil kivesziink
négy golyot. Jelentse A azt az eseményt, hogy az els6 kihtzott goly6 fekete. A B
esemény jelentse azt, hogy az utolsonak kivett golyé fekete. Filiggetlenek-e A és B?
Megoldds. P(A) = 2, P(B) = 2, P(AN B) = 42 azaz P(AN B) # P(A) P(B). Igy A

= 6’ — 65
és B események nem fiiggetlenek.

P(ANB) =P(A| B)P(B)

4.7. feladat. Mi a valdszintisége, hogy egy kockaval kétszer dobva masodikra hatost
dobunk, feltéve, hogy elsére hatost dobtunk? A két esemény fiiggetlen-e egyméastol?
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Megoldas. Jelolje A azt, hogy masodikra hatost dobunk, B pedig azt, hogy elsére
hatost dobunk. Ekkor

P(ANB) & 1
N
36
masrészt 6

Igy P(A) = P(A | B), azaz A és B figgetlenek.

4.8. feladat. Az 52 lapos francia kartyabol kihiizunk egy lapot. Filiggetlen-e az asz
htzasa a kér hiazasatol?

Megoldas. Jelolje A azt, hogy aszt hizunk, B pedig azt, hogy kért huzunk. Ekkor
P(A)= % P(B) = é—g és P(ANB) = 5% Ebbél kapjuk, hogy P(ANB) = P(A) P(B),

=4,
azaz A és B fiiggetlenek.
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5. fejezet

Teljes valoszintliség tétele

Definicio

Legyen (Q, F, P) valdszinliségi mez6. Azt mondjuk, hogy By, ..., B, € F teljes
eseményrendszer, B; N B; = () minden ¢, j € {1,...,n}, i # j esetén, tovdbba
ByU---UB, = (). Masképpen fogalmazva, ekkor a By, ..., B, események koziil
minden esetben pontosan egy teljesiil.

Tétel Teljes valésziniiség tétele

Legyen (2, F, P) valosziniiségi mezd, By, ..., B, € F teljes eseményrendszer,
és P(B;) # 0 minden ¢ € {1,...,n} esetén. Ekkor barmely A € F eseményre

P(4) = Y P(A| By P(B).

=1

\_

Ha valamely A eseményt mint okozatot tekintjik, amit a By, ..., B, okok valthat-
nak ki, akkor ismerve az okok valdszintiségeit és hatasukat az okozat bekovetkezésére,
azaz a P(A | B;) értékeket tudva, a teljes valdsziniiség tétele értelmében az okozat
valészintisége meghatarozhato.

Feladatok

5.1. feladat. Egy céllovoldében 6 puska van. Ezek koziil 3 darab 0,5 valdsziniiséggel
talal célba, 1 darab 0,7-del és 2 darab 0,8-del. Mi a valdszintisége, hogy célba talalunk,
ha a puskat taldlomra valasztjuk ki?

Megoldds. Jelolje A azt az eseményt, hogy célba talalunk, By, hogy 0,5-es, Bs, hogy
0,7-es, végil Bs, hogy 0,8-es puskat valasztunk. Ekkor

3

3 1 2
P(A) =Y P(A| B)P(B) =05 +0.7- - +08- .
=1
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5.2. feladat. Két doboz mindegyikében 100-100 darab csavar van. Az els6 do-
bozban 10 db selejtes, a méasodikban 6. A dobozok koziil egyenld valdszintiséggel
kivalasztjuk valamelyiket, amelybdl talalomra kivesziink egy csavart. Mennyi annak
a valoszinlisége, hogy ez a csavar jo7

Megoldas. Jelolje By azt az eseményt, hogy az elsé dobozbol hizunk, mig By azt,
hogy a masodikbdl, illetve A azt, hogy a kivalasztott csavar j6. Ekkor By és By teljes
eseményrendszert alkot, igy a teljes valoszintiség tétele értelmében

90 1 94 1

P(A) = P(A | Bi) P(By) + P(A| Bo) P(By) = 1o+ 5+ 105

5.3. feladat. Egy gyarban a legyartott termékeket szazasaval csomagoljdk dobozokba.
A legyartott dobozok l részében 0 darab termék hibas, 152 részében 1 darab termék
1

hibas, i részében 2 darab termék hibds, ;5 részében 3 darab termék hibas, és a
1

fennmarad6 5 részében 4 darab termék hibds. A dobozok koziil véletlenszertien
valasszunk ki egyet, majd abbdl emeljiink ki egy miiszert. Mi a valdszintisége, hogy

hibatlan miiszert valasztottunk?

Megoldas. Jelolje A azt az eseményt, hogy hibatlan miiszert valasztottunk, B;, hogy
olyan dobozbdl valasztunk, amelyben 100-bél ¢+ darab rossz. Ekkor

- 100 1 99 5 98 1 97 1 9% 1

PA|B)P(Bi) = — 4 — o — o =
; | ) 100 6+1OO 12+1OO 4+100 12+100 12
5.4. feladat. Két doboz koziil az elsében 3 piros és 4 fekete, a mésodikban pedig
2 piros és 3 fekete golyd van. Az els6 dobozbdl attesziink a masodikba egy golyot,
majd a masodikbdl valasztunk ki egy golyét. Mi a valdszintlisége, hogy masodjara
piros golyét hizunk ki?

Megoldds. Jelolje By, hogy elsére pirosat, Bo, hogy elsore feketét és A, hogy masodikra
pirosat huzunk. Ekkor

P(A) =) P(A|B)P(B;) =

=1

DN
0

Sy
7

| W

5.5. feladat. Két doboz koziil az elsOben 3 piros és 4 fekete, a masodikban pedig
2 piros és 3 fekete golyd van. Az els6 dobozbdl attesziink a masodikba két golyot,
majd a masodikbdl valasztunk ki egy golyot. Mi a valdszintisége, hogy a masodik
dobozbdl piros golyot hizunk ki?

Megoldas. Jelolje By, hogy elsére két pirosat, Bs, hogy elsore két feketét, Bs, hogy
elsére egy pirosat és egy feketét, tovabba A, hogy masodikra pirosat hizunk. Ekkor

0,208 00

S — _’_7

OO0

P(4) =Y. P(A| B)P(B,) =

i=1

\Inn
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6. fejezet

Bayes tétele

Tétel Bayes tétele

Legyen (2, F,P) val6sziniiségi mezd, By, ..., B, € F teljes eseményrendszer,
és P(B;) # 0 minden i € {1,...,n} esetén. Ha A € F és P(A) # 0, akkor
barmely i € {1,...,n} esetén

P(A| B;) P(B)
X P(A| By) P(By)

P(B;| A) =

\_

Ha az A esemény bekovetkezik, amit a By,..., B, okok valthatnak ki, akkor
ismerve az okok valdsziniiségeit és hatdsukat az A bekovetkezésére, azaz a P(A | B;)
értékeket tudva, Bayes tételével kovetkeztethetiink arra, hogy egy kivalasztott ok
milyen valdszintiséggel szerepelt az A létrejottében. Ilyen értelemben Bayes tétele
megforditdsa a teljes valoszinliség tételének.

Feladatok

6.1. feladat. Egy tizemben hiarom gép dolgozik. Az elsd a termelés 25 %-4t adja
és 5 %-os selejt arannyal dolgozik. A mésodik 35 %-ot termel 4 %-os selejt arannyal,
végil a harmadik 2 %-os selejt arannyal dolgozik. A termékek koziil kivalasztunk
egyet véletlenszeriien, és azt tapasztaljuk, hogy az selejtes. Mennyi a valoszintlisége,
hogy az elso gép gyartotta?

Megoldds. Jelolje B;, hogy a kivdlasztott terméket az i-edik gép gyartotta és A azt,
hogy a kivalasztott termék selejtes. Ekkor
P(A| Bi)P(B1) + P(A | B2) P(B2) + P(A | Bs) P(B3)
B 0,05 -0,25
~0,05-0,25+0,04-0,3540,02-0,4°
6.2. feladat. Tegyiik fel, hogy valamely iizembdl kikeriilé dru 0,75 valoszintiséggel
elsé osztalyn. A kikeriilt terméket vizsgdlatnak vetik alda. Annak valdsziniisége, hogy
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a vizsgalat soran egy elso osztalyi terméket nem elsé osztalytinak mindsitenek
0,02. Annak valészinlisége viszont, hogy egy nem elsé osztalyut elsé osztalytinak
minositenek 0,05.

(1) Mennyi a val6sziniisége, hogy egy olyan termék, amely a vizsgilaton elsé
osztaly mindsitést kapott, valéban elso osztalyt?

(2) Mennyi a valészintisége, hogy egy olyan termék, amely a vizsgalaton nem elsd
osztalyt mindsitést kapott, valéban nem els6 osztalyu?

Megoldds. Jelolje By azt, hogy a kivalasztott termék valojaban els6 osztalyu, By azt,
hogy valéjaban nem elsé osztalyu, és A azt, hogy a kivalasztott termék elsé osztalyt
minositést kapott. Ekkor

P(A| By)P(By) B 0,98 - 0,75
(A| B1)P(By) + P(A| B)P(By)  0,98-0,75+0,05- 0,25

P(B | 4) = 5

és
P(B, | A) = P(A | By) P(By) B 0,95-0,25
2 N P(A| By)P(B;) +P(A | By) P(By) ©0,02-0,75+0,95-0,25

6.3. feladat. Igazfalvaban a lakosok 80 %-a mindig igazat mond, a tobbiek pedig
mindig hazudnak. A mellette taldlhaté6 Hazugfalviban a lakosok 90 %-a mindig
hazudik, a tobbiek pedig mindig igazat mondanak. Egy vandor eltéved valamelyik
faluba a ketté koziil, de nem tudja melyikben van. Ezért az elsé lakost, akivel
talalkozik, megkérdezi, hogy ez melyik falu. Azt a valaszt kapja, hogy Igazfalviban
vannak. Mi a valoszintisége, hogy a vandor valdéjaban Hazugfalvaba tévedt?

Megoldas. Jelolje By azt az eseményt, hogy a vandor Igazfalvaban van, Bs, hogy
Hazugfalvaban van és A azt, hogy a lakos azt mondja, hogy Igazfalviban vannak.
Ekkor

P(A | By) P(Bs) B 0,9 - % _ 9
(A| B))P(By) +P(A| Bo)P(By)  08-1409-12 17
6.4. feladat. Az I. érme feldobasakor 0,4 valoszintiséggel kapunk fejet, mig a II.
érme feldobasakor ugyanez a valészintiség 0,7. A két érme koziil egyet véletlenszeriien

kivalasztunk és feldobunk. Feltéve, hogy fejet dobunk, mi a valészinlisége, hogy az
I. érmével tettiik ezt ?

P(B, | 4) = 5

Megoldds. Jeldlje A azt az eseményt, hogy a kivalasztott érmével fejet dobunk, B,

hogy az I. érmét valasztottuk, By pedig, hogy a II. érmét valasztottuk. Ekkor
P(A| B,)P(B)) B 04 -3 4

(A| B))P(B)) +P(A| Bo)P(By)  04-1407-4 11

P(B, | A) = P

6.5. feladat. Egy tanar a vizsgan tesztet toltet ki a hallgatokkal. A tesztlapon
minden kérdéshez harom vélasz van feltiintetve, melyek koziil csak egy helyes. Tegytik
fel, hogy a vizsgazo 0,8 valoszintiséggel tudja a helyes valaszt egy kérdésre. Ha nem
tudja, akkor barmely valaszt egyforma eséllyel bejelolheti. Ha egy kérdésre helyesen
valaszol a hallgatd, akkor mi a valdszinlisége, hogy ennek az az oka, hogy valéban
tudta a valaszt?
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Megoldas. Jelolje A azt az eseményt, hogy a hallgatd helyesen valaszol az adott

kérdésre, By, hogy a hallgaté tudja a helyes valaszt, By pedig azt, hogy nem. Ekkor
P(A| By) P(B)) 108 12

(A| Bi)P(B;)) +P(A| Bs)P(By)  1-08+4%-02 13°

P(By | A) = P

6.6. feladat. Egy varosban a lakossag 0,5 %-at megfert6zott egy ritka virus. Egy
teszt a vizsgalati személyek 99 %-rdl helyesen el tudja donteni, hogy fertézott vagy
egészséges, de 1 %-ban téved. Mekkora a valoszintlisége, hogy egy megvizsgalt személy
egészséges, ha a teszt szerint fert6zott? Ha a teszt szerint fert6zott valaki, akkor
letesztelik még egyszer. Ha a masodik teszt szerint is fertozott az illeto, akkor mi a
valoszinlisége, hogy valbéjaban egészséges?

Megoldas. Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a vizsgdlt személy az els6 teszt szerint
fert6zott, As, hogy mindkét teszt szerint fertézott, By, hogy a vizsgalt személy
egészséges, By pedig azt, hogy fertézott. Ekkor

P(4; | By)P(By) B 0,01 - 0,995
(A1 | By)P(By) + P(A; | By)P(By)  0,01-0,995+ 0,99 - 0,005

P(B: | A) = P

ami kb. 0,6678, ami azt jelenti, hogy ha az elsé teszt valakit fertézottnek taldl, akkor
nagyobb az esélye annak, hogy valéjaban egészséges. Masrészt

P(Ay | By) P(By) B 0,012 - 0,995
(Ay | By)P(By) + P(A; | By)P(By) 0,012 0,995 + 0,992 - 0,005

P(B: | A2) = P

ami kb. 0,0199. Tehat azon személyeknek, akiknél mindkét teszt pozitiv volt, mar
csak kb. 2 %-a egészséges. Harom teszt esetén ugyanez az ardny csak 0,2 %o.
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7. fejezet

Valoészintiségi valtozo

Egy jatékban 10 forintot nyeriink, ha egy pénzérme a fej oldalara esik, ellenkezo
esetben pedig 5 forintot veszitiink. Ebben a kisérletben a biztos esemény 2 =
= {fej, irds}. Az elébbi jatékszabaly leirhat6 egy olyan fiiggvénnyel, amely a fejhez
10-et rendel, mig az irashoz —5-6t. A tovabbiakban azokat a fliggvényeket, melyek az
Q2 elemeihez valés szamokat rendelnek — bizonyos feltétellel — valoszintiségi valtozénak
fogunk nevezni. A definici6 el6tt vezessiik be a kovetkezo jeloléseket :

Legyen €2 nem iires halmaz, £: 0 — R és z € R. Ekkor

{¢ =}

jelolje azon w € Q elemek halmazat, melyekre £(w) = z. Hasonléan defini-
alhatjuk a {& < z}, {£ > =z}, {€ = n}, {€ < n} stb. halmazokat is, ahol
n: Q — R. (A & és n gorog betiik kiejtése kszi illetve éta.) Ha { = x} esemény
az (Q,F,P) valosziniiségi mez6ben, akkor annak valészintiségét P({{ = z})
helyett P(¢ = z)-szel jeloljiuk. Hasonléan jarunk el a tobbi el6bb emlitett
halmaz valészintiségeinek jeloléseinél is. A ¢ fiiggvény értékkészletét Re-vel
fogjuk jelolni.

Definicio
Legyen (€2, F,P) valészintiségi mez6 és £: Q@ — R. Ha {¢ < 2} € F minden
x € R esetén, akkor &-t valdsziniségi vdltozonak nevezzik.

Definicid

Egy valoszintiségi valtozét diszkrét valosziniiségi vdltozonak nevezzik, ha az
értékkészletének szamossaga megszamlalhato.
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Definicio

Ha ¢ diszkrét valdszinliségi valtozo, akkor azt a fiiggvényt, amely minden
k € Re-hez hozzarendeli a P(€ = k) val6szintiséget, a £ eloszldsanak nevezzik.

Az eloszlas csak diszkrét esetben jellemzi megfelel6en a valdszintiségi valtozot.
Altaldnos esetben az ugynevezett eloszlasfiiggvény ad elegendo informaciot.

Definicio

A £ valbszintiségi valtozo eloszlasfiigguényének az

Fe:R—=R, Fe(z)=P¢<x)

fliggvényt nevezziik.

A valdszintiségi valtozd definicidja miatt minden valdszintiségi valtozénak létezik
eloszlasfliggvénye. Diszkrét esetben mégis az eloszlast hasznaljuk, mert annak felirasa
egyszertibb. Diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényének az értékkészlete
megszamlalhato.

Ha ¢ egy valoszintiségi valtozo és a < b tetszoleges valos szamok, akkor

P(a < & <b) = Fe(b) - Fe(a).

Feladatok

7.1. feladat. Hatarozzuk meg az 6toslotton a talalatok szamanak eloszlasat!

5\ ( 85
Megoldas. P(§ = k) = (k)gg’k) (k=0,1,2,3,4,5), ahol ¢ a talalatok szamat jeldli.
(%)
7.2. feladat. Két kockaval dobva a dobott szamok 6sszegének hatarozzuk meg az
eloszlasat!

Megoldds. Jelolje zy azt, hogy az els6 kockan x, a masodik kockan pedig y az
eredmény, tovabba £ := x + y. Ekkor az (2 elemei

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
51 52 53 54 55 56
61 62 63 64 65 66
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Vegyiik észre, hogy a & kiilonb6zo értékeire a hozza tartozd elemek atlosan helyez-
kednek el az elébbi elrendezésben. Példaul £ = 4 a 31, 22 és 13 esetekben teljestil.

gy

PE=2)=P(E=12)= oo
PE=3=P(E=11)=
PE=1=P(E=10)= =
P(e=5)=P(€=9)= 1
P(€=0)=P(E=5) = ..
PE=T)= 5

7.3. feladat. Két kockaval dobva a dobott szamok kiilonbségének abszolit értéke
legyen &. Hatarozzuk meg az eloszlasat!

Megoldds. P(€=0)= & P(é=1)=1 P(¢=2)= 2 P(¢=3)= & P =4) =

0) =
= & PE=5)=3%

367

7.4. feladat. Egy kockat addig dobunk, mig hatost nem kapunk. Hatarozzuk meg a
dobéasok szamanak eloszlasat!

Megoldds. P(§ = k) = (3 )k "1 (k=1,2,...), ahol £ a dobasok szima.

7.5. feladat. Egy dobozban 9 fehér és 6 fekete golyd van. Harmat kivesziink vissza-
tevés nélkiil. Legyen £ a kihuizott fehérek szama. Adjuk meg az eloszlasat!

Megoldds. P(§ = 0) = (<1§5)> = 4557 P=1)= (ES)) - ﬁi, P({=2) = <<3135)6 - %7

P(¢=3) = (3) 84

(15) E

7.6. feladat. Harom kockaval dobunk egyszerre. Szamitsa ki a dobott szamok
Osszegének eloszlasfiiggvényét az x = 5,2 helyen!

Megoldds. F¢(5,2) = P(§ < 52) =P({ =5) = 6% = 36, ahol & a dobott szamok
osszege.

7.7. feladat. Ketten megbeszélik, hogy este 8 és 9 éra kozott talalkoznak. Mi a
varakozasi id6 eloszlasfiggvénye?

Megoldas. A 3.3. feladat szerint, ha & a varakozasi id6, akkor

0, ha z < 0,
Fe:R—R, Ffzr)=<2r—2% ha0<z<1,
1, ha x > 1.
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7.8. feladat. Legyen Q := [a,b], ahol a,b € R és a < b, (2, F,P) geometriai valdszi-
niiségi mezd, tovabba &: Q — R, {(w) := w. Hatérozzuk meg ¢ eloszlasfiiggvényét !

Megoldds. Fe(r) =P({ <z) =72 hax € [a,b], Fe(r) =0, haz <adés Fe(r) =1,
ha z > b.

7.9. feladat. Legyen () egy egységnyi sugaru korlap és (2, F, P) geometriai valdszi-
niiségi mez6. Jelolje £ a kivalasztott pontnak a kor kozéppontjatol mért tavolsagat.
Hatarozzuk meg £ eloszlasfiggvényét !

Megoldds. Fe(x) = P(§ < z) = xi—” =22 ha z € [0,1], Fe(x) = 0, ha x < 0 és
Fe(r) =1 haz > 1
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8. fejezet

Varhaté érték és szorasnégyzet

Egy kockajatékban 2 forintot veszitiink, ha 1-est, 2-est vagy 3-ast dobunk, 3 forintot
veszitiink, ha 4-est vagy 5-0st dobunk, tovabba 6 forintot nyertiink, ha 6-ost dobunk.
Kérdés, hogy hosszi tavon nyeriink vagy vesztiink ? Példaul, ha 6tszor jatszunk és a
dobéssorozat eredménye 2, 6, 1, 2, 4, akkor egy jatékban atlagban (—=2+6 —2 —2 —
—3) : 5 = —0,6 forintot ,nyertiink”, azaz 0,6 forintot veszitettiink. Ezt dltalanositva,
ha n dobasbdl k;i-szer veszitiink 2 forintot, ko-szor veszitiink 3 forintot és ks-szor
nyertink 6 forintot, akkor egy jatékban az atlagos nyereménytiink
—2-k1+(=3) ko +6- k3 .kl ‘]{72 ks

-9 (-3)- 2462
n n n n

A késobbiekben targyalt Bernoulli-féle nagy szamok torvénye pontosan azt fejezi ki,
mint a jegyzet bevezetésében leirt gyakorlati tapasztalat, vagyis nagy szamu kisérlet
esetén a relativ gyakorisdg a valoszintiség kortl ingadozik. Igy

k k k
—2-ﬁ+(—3)-f+6.;3z—2P(5:—2)+(—3)P(5:—3)+6P(5:6):
S O O
B 2 3 6

ahol £ az egy jatékbeli nyereményt jelenti. Ezt a szamot a & varhato értékének nevez-
ziik. Nagy szamu fliggetlen megfigyelés esetén az atlag a varhaté érték kortil ingadozik,
ezért jogos az elnevezés. Mivel ez most negativ, ezért ezt a jatékot hossziutdvon nem
éri meg jatszani.

Definicio

Legyen ¢ diszkrét valészintiségi valtoz6 és Re = {x1, ..., }. Ekkor az

Ef = il‘kp(f = {L'k)
k=1

értéket € vdrhato értékének nevezzik.

Tetszoleges & esetén tgy kaphatunk analdég formulat, ha &-t kis intervallumo-
kon az intervallum als6é végpontjaval helyettesitjik. Példaul z; < 9 < -+ <
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osztopontokkal megadott beosztas esetén a varhaté értéket kozelitsiik az
r1P(xy <E< @)+ o1 Py <€ <) + 20 P2y, < E)

osszeggel. A kozelités annal pontosabb, minél kisebbek a beosztds osztépontjai kozott
a tavolsagok. A beosztas finomitasaval kapott E & hatarértéket fogjuk a & varhato
értékének nevezni.

Legyenek & és 1 tetszéleges valdszintiségi valtozok és a, b, c € R. Ekkor

E(a€+bm+c)=aE{+bEn+c.

Ezutan egy valosziniiségi valtozonak a varhato értéke koriili ingadozasat jellemez-
ziik.

Definicio

Legyen & valoszintiségi valtozo. Ekkor a

D?¢ == B(¢ — BE)?

értéket & szordasnégyzetének nevezziik.

Ha & valdszintiségi valtozo, akkor

D?¢ = E¢? — E*¢

Ha & diszkrét valészintiségi valtozd és Re = {z1, 22, ..., 2y}, akkor
m
E&* =) a{P(§ = )
k=1

Ha & valdszintiségi valtozo és a, b € R, akkor

D*(a€ +b) = a* D*&.

Feladatok

8.1. feladat. Ruletten 1000 eurdt feltesziink a pirosra. Mennyi a nyereménytink
varhato értéke és szorasnégyzete?
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Megoldds. Jeldlje & a nyereményiink értékét eurdban. Ekkor

18 19 1000
E&=1000- — + (—1000) - —= = ———
¢ 37 * ) 37 37

18 19
E &2 =1000% - — + (—1000)? - == = 10002
¢ 37 + ) 37
1000 1368
D?¢ = 1000% — - 106.
¢ 372 1369

8.2. feladat. Egy kockaval dobva a dobott szdmnak hatarozzuk meg a varhaté
értékét és a szérasnégyzetét!

Megoldds. Jelolje & a dobott szamot. Ekkor

1 1 1 1 1 1 7
EEf=1--492.= a4 Z ot
13 6+ 6+3 6+ 6+5 6+66 2

1 1 1 1 1 1 91

E2:12'* 22_7 2 = 42_7 2 - 2.7:7

13 6+ 6+3 6+ 6+5 6+6 6 6
91 49 35
D2¢="— — =T,
: 6 4 12

8.3. feladat. Két kockaval dobva a dobott szamok Osszegének hatarozzuk meg a
varhaté értékét és a szoérasnégyzetét!

Megoldds. Jelolje & az Osszeget. A 7.2. feladat megoldédsa alapjan

3 4 5 6
%6 (5+9)36 (64+8)—+T7-—==T7

2
11
T+ 36 36

BE—(2412)= + T

4+10) -

és

1 2 3
E& = (22 +12%)— 24 11%)= + (42 + 107
=02+ )36+(3 + )36+( + 0)36+

4 5 6 1974
2 2\ = 2 2 2
+(5 +9)36+(6 +8)36+7 T
ey 1974 35
D?¢ = -7 ==
&= 36 6

A 8.2. feladat alapjan is megoldhaté, felhasznalva a varhaté érték és a szérasnégyzet
tulajdonsagait. Jelolje & az elso, & pedig a masodik kocka eredményét. Ekkor

7T 7

D*¢ =D*(& + &) =D*6 + D& = i)g—i-?;—gé)
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9. fejezet

Binomialis eloszlas

Legyen & diszkrét valdszintségi valtozo, n € N, Re == {0,1,...,n} és0<p < L.

Ha minden k € R¢ esetén

n

Ple =)= ()1

akkor &-t n-ed rendi p paraméterti binomidlis eloszldsi valoszintiségi valtozonak
nevezzik.

\_

Egy p valoszinliségli esemény n kisérletben torténd bekovetkezéseinek a szama,
azaz a gyakorisaga n-edrendii p paramétertt binomialis eloszlasi valoszintiségi valtozo.
Példaul legyen egy urnaban 3 darab golyo, egy piros és két fehér. Vegytink ki az
urnabdl véletlenszeriien egy golyét, majd tegyiik vissza. Ezt ismételjiik meg tizszer.
Legyen ¢ azon esetek szama, amikor pirosat vettiink ki. Ekkor £ gyakorisagot jeldl,
igy ez 10-ed rendii é paraméterii binomialis eloszlasu valoszintiségi valtozo. Tehat
példaul annak a valdszinlisége, hogy a 10 esetbol pontosan kétszer valasztottunk

piros goly6t ) .
re-n-(2)-(0)" ()

Ha £ egy n-ed rendii p paraméteri binomialis eloszlastu valoszintiségi valtozo,
akkor E& = np és D*& = np(1 — p).

Feladatok

9.1. feladat. Az 6toslottéban mi a valdsziniisége, hogy a joker szdmban nincs 07 (A
joker szam hatjegy(i, melyben minden szamjegy 0-tél 9-ig egyforma valdszintiséggel
barmi lehet.)
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Megoldas. Legyen £ a kisorsolt nullak szama. Ekkor £ binomidlis eloszlasi n = 6
renddel és p = 0,1 paraméterrel. Igy

6
P =0)= <0>0,1° -0,9% = 0,96,

9.2. feladat. Ezer ajsziilott kozott atlagban 516 fia. Mi a valdszintisége, hogy egy 6
gyermekes csalddban a fiik szdma legalabb annyi, mint a lanyoké?

Megoldas. Legyen £ a fiuk szama egy 6 gyermekes csalddban. Ekkor £ binomialis
eloszlasi n = 6 renddel és p = 0,516 paraméterrel. Igy

6

6
P(¢>3)=>) <k> 0,516% - 0,484,

k=3

9.3. feladat. Rezs6 nem tanult semmit a vizsgara, ahol 10 eldontend6 kérdésre
kell valaszolnia. Az anyagbdl valami kicsit dereng, ezért 0,6 valdszintiséggel ir jo
valaszt egy-egy kérdésre. Mekkora valoszintiséggel megy a4t Rezsé a vizsgan, ha ehhez
minimum 8 j6 valasz kell?

Megoldas. Legyen & a jo valaszok szama. Ekkor ¢ binomidlis eloszlast n = 10 renddel
és p = 0,6 paraméterrel. Igy

10 10
P(£>8) =) <k>0,6’“ -0,4'97%F ~ 0,1673.
k=8

9.4. feladat. Egy gép 4ltal gyartott termékek kozott naponta atlagosan 12 darab
lesz selejtes, szérdsa 1/11,88. Hany terméket készit a gép naponta?

Megoldas. Legyen ¢ a selejtesek szama n darab termékbol. Ekkor € n-edrendii p
paraméterti binomidlis eloszlast, ahol p annak a valdszinlisége, hogy selejtes egy
termék. Igy
E&=np=12
D?¢ =np(l — p) = 11,88

melybdl p = 0,01 és n = 1200.
9.5. feladat. Annak a valészintisége, hogy egy tizemben a nyersanyagellatas valamely
napon zavartalan, 0,75. Mekkora a val6szintisége, hogy 6 napon keresztiil csak 3

napon at lesz a nyersanyagellatas zavartalan? Mennyi lesz 6 nap alatt a zavartalan
ellatast napok szamanak varhato értéke?

Megoldds. Legyen 6 napbol § a zavartalan napok széma. Ez n = 6 rendt és p = 0,75
paraméterti binomialis eloszldst, fgy P(¢ = 3) = (3)0,75°-0,25% és E€ = np = 6-0,75.
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10. fejezet

Poisson-eloszlas

Legyen ¢ diszkrét valdszintiségi valtozé és Re := {0,1,2,...}. Ha minden
k € R¢ esetén

PLEN
P(f = k) = He 5
ahol A > 0, akkor &-t A paraméteri Poisson-eloszldsi valdszintiségi valtozonak

nevezzik.

\_

Legyen & egy A > 0 paraméterti Poisson-eloszlasu valdszintiségi valtozo. Ekkor
E¢ =D*¢ = .

Egy adott esemény bekovetkezéseinek a szama Poisson-eloszlast adott idészakasz-
ban vagy térrészben, ha az csak az idoszakasz hosszatol vagy a térrész nagysagatol

fiigg.

Feladatok

10.1. feladat. Egy postahivatalban az egy év alatt feladott cimezetlen levelek szama
1017. Mi a valészintisége, hogy egy nap ketténél tobb cimezetlen levelet adnak fel?

Megoldds. Legyen & az egy nap alatt feladott cimezetlen levelek szama. Ekkor &

Poisson-eloszlasit E& = A\ = % paraméterrel. Igy
2 \k
P((>2)=1-P(E<2)=1-) He—A =1—e M1+ A+ 0,5)%) =~ 0,5273.
k=0 7

10.2. feladat. Egy adott éjszakan 10 percenként észlelhetd csillaghullas. Mi a
valészintisége, hogy negyed dra alatt két csillaghullast latunk, ha feltételezziik, hogy
a csillaghullasok szama Poisson-eloszlasa?
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Megoldas. Legyen & az észlelt csillaghullasok szama negyed ora alatt. Ekkor & Poisson-

eloszlasi E& = )\ = % = 1,5 paraméterrel. Igy

1,52
2!

P(¢=2)= e 1~ 0,2510.
10.3. feladat. Egy 500 oldalas konyvben 200 sajtohiba van. Mi a valdszintisége,
hogy 10 véletlenszertien kivalasztott oldalon nincs sajtéhiba?

Megoldas. Legyen £ a sajtéhibak szama a kivalasztott 10 oldalon. Ekkor & Poisson-

eloszlasi E€ = A\ = % .10 = 4 paraméterrel. Igy

20
P(E=0)= ge' ~0,0183.

10.4. feladat. Egy félkilos kaldcsban atlaghan 80 mazsolaszem taldlhat6. Mi a
valészinlisége annak, hogy egy 5 dekagrammos szeletben nincs mazsola?

Megoldds. Egy szeletben a mazsolaszemek szama (jeloljiik £-vel) Poisson-eloszlastnak
tekinthetd. Egy szeletben az atlagos szamuk 8, tehat A = 8. Igy P(§ = 0) = %?6_8 =
=e 8. .

10.5. feladat. Egy lemezbol 25 darab egyenlé nagysagi idomot vagnak ki. Egy
lemezen a hibdk szama Poisson-eloszlast 3,5 varhato értékkel. Hany lemezt kell
beszerezni, ha félmilli6 hibatlan idomot kell el6allitani?

Megoldds. Legyen £ a hibak szama egy idomon. Ekkor ¢ Poisson-eloszlast E& = )\ =
- % = 0,14 paraméterrel. Igy

0,14° _ _
P(£=0) = o C 014 _ ,—0,14

Emiatt 9% = 500000e* darab idombdl lesz félmillié hibatlan, azaz 500000 —
= 20000e%1* ~ 23006 darab lemezt kell feldolgozni.
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11. fejezet

Exponencialis eloszlas

Vizsgaljuk egy iivegpohar élettartamat! Mivel az tiveg nem Oregszik, ezért csak a
véletlen torések hatarozzak meg az élettartamot. Vagyis ha x ideig nem torik el a
pohar, akkor tovabbi legalabb y ideig ugyanakkora valdszintiséggel marad ép, mintha
akkor gyartottak volna, azaz

P>z+y|&>2x)=P( >y) minden z,y > 0 esetén,

ahol ¢ az élettartam. Ezt a tulajdonsagot orékifju tulajdonsdgnak nevezzik.

Legyen £ egy valészintiségi valtozo és A > 0. Ha & eloszlasfiiggvénye

0, ha = <0,

Fe: R =R, Fg(x):{l_e)\m ha 2 > 0

akkor &-t A paraméterii exponencidlis eloszldsi valoszintiségi valtozonak nevez-
zuk.

\

Ha & exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozo, akkor rendelkezik az orokifja
tulajdonsaggal.

Ha & egy A paraméterii exponencidlis eloszlast valdszintiségi valtozé, akkor

E¢=1éD*¢=%.

Feladatok

11.1. feladat. Egy szovégépen a fonal szakadasaig eltelt id6 exponencidlis eloszlast,
atlaghan 2,5 éra. Mi a valészintisége, hogy 8 ora alatt nem szakad el a fonal?

Megoldads. Legyen £ a fonal szakadasaig eltelt id6 6rdban mérve. Ekkor E ¢ = % = 2,5,
azaz A = 0,4. Igy P(£ > 8) =1 — Fe(8) = ¢ 048 = ¢732,
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11.2. feladat. Egy boltban a vevék egymasutani érkezésének idobeli eloszlasa
exponencialis, atlagban 1 perc. Mi a valdsziniisége, hogy egy vevo érkezése utan 5
percig nem jon ujabb vevo?

Megoldas. Legyen & két vevo érkezése kozott eltelt id6 percben mérve. Ekkor E ¢ =

=i=lazaz A= 1. Igy P((>5)=1— F(5) = e

11.3. feladat. Egy boltban atlagosan 6 percet kell sorban allni. Mi a valészintisége,
hogy 4 percen beliil sorra keriiliink, ha a varakozasi id6 exponencialis eloszlasi?

Megoldds. Legyen £ a sorban allasi id6 percben mérve. Ekkor E& = % = 6, azaz
A=1LIgy P <4)=F(4)=1—eo"

11.4. feladat. Annak a val6szintisége, hogy egy benzinkitndal 6 percnél tobbet kell
varni 0,1. Mi a valdszinlisége, hogy 3 percen beliil sorra kertiliink, ha a varakozasi
id6 exponencidlis eloszlasu?

Megoldds. Legyen & a varakozdsi id§ percben mérve. Ekkor 0,1 = P(£ > 6) =1 —
— Fe(6) = %, melyb8l A = —2In0,1. gy P(€ <3)=1—e* =1-/0,1.
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12. fejezet

Bernoulli-féle nagy szamok
torvénye

A valdsziniiség fogalméanak meghatarozasakor a matematikai modelliinkben felté-
teleztiik a Bernoulli-féle tapasztalat alapjan, hogy a valdszintiség 6rokli a relativ
gyakorisag legfontosabb tulajdonsigait: az értéke nemnegativ, a biztos esemény
valészintisége 1 és o-additiv. Felmeriil a kérdés, hogy elég-e csak ennyit feltételezni a
valoszinliségrol 7 Azaz ez alapjan megmutathaté-e a modelliinkben Bernoulli tapasz-
talata, miszerint egy esemény relativ gyakorisaga a kisérletek szaméanak novelésével
egyre kisebb mértékben ingadozik az esemény valdszintisége koriil? A modell akkor
lesz jo, ha ez az eddigiek alapjan bizonyithaté tétel.

Tétel Bernoulli-féle nagy szamok torvénye

Legyen egy esemény valoszintisége p és g, a gyakorisdga n kisérlet utan. Ekkor
minden € > 0 esetén

On

P

—p’2€)§

\

Ebbél 1athato, hogy n novelésével egyre kisebb annak a valdszintisége (hatarérték-
ben 0), hogy az esemény 2* relativ gyakorisaga e-nal jobban eltérjen a valszintiségtol.
Vagyis a modelliinkben a valdsziniiség és a relativ gyakorisag hasonldé kapcsolatban
van, mint amit a tapasztalat mutat.

A Bernoulli-féle nagy szamok torvényében akkor is tudunk felsé becslést adni, ha
p értéke nem ismert. Ugyanis p(1 — p) < 1 mindig teljesiil, igy

Qn—p‘2€><

P[5 -1z e) <

A feladatokban gyakran hasznalhaté a kovetkezd becslés is:

dne?’

pl-p) o, 1
nez 4dne?

Qn—p’<€>21—

(I
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Feladatok

12.1. feladat. Valamely tarsadalmi rétegben meg akarjuk hatarozni a szeszfogyasztok
aranyat. Hany megfigyelést kell végezni ahhoz, hogy a megfigyelésekbol ad6dé arany
a valodi aranytol minimum 0,95 valészintiséggel legfeljebb csak 0,01-dal térjen el ?

Megoldds. Jelolje n a megfigyelések szamat, o, a megfigyelt személyek kozott a
szeszfogyasztok szamat, p pedig a valédi aranyt. Ekkor a Bernoulli-féle nagy szamok
torvénye alapjan

i

Igy a feltétel teljesiil, ha

1
An - 0,012

Q”—p‘ §0,01> 2P<

n

Q’l—p’<0,o1)z1—
n

<l-—
0.95 < 4n - 0,012’

azaz n > 50000.
12.2. feladat. Hany dobast kell végezniink egy szabalyos kockaval, hogy a 6-os dobéas
valoszintiségét a 6-os relativ gyakorisaga legalabb 0,9 valdszintiséggel 0,01-nal kisebb

hibaval megkozelitse? Oldjuk meg a feladatot akkor is, ha a kockardél nem tudjuk
biztosan, hogy szabélyos-e, azaz a 6-os dobasanak a valdszinliségét nem ismerjiik!

Megoldas. Jeldlje o, a 6-os dobasanak gyakorisagat n dobéds utan. A Bernoulli-féle
nagy szamok torvénye alapjan

P

Ebbdl n > 13 889. Ha a kockardl nem tudjuk biztosan, hogy szabalyos-e, akkor

1

ot

9"—(13’<o,01>21— 6

-5 5 _>0.09.
n n-0,012 = 7

Q”—p‘<0,01)z1—

(5

ahol p a 6-os dobasanak a valdszintisége. Ebbdl n > 25 000.

Z 0’9’

dn - 0,012

12.3. feladat. Egy célpontra 200 l6vést adnak le. A taldlat valoszinlisége minden
l6vésnél 0,4. Milyen hatarok kozé fog esni legalabb 0,9 valoszintiséggel a taldlatok
szama !

Megoldas. Legyen n = 200 a lovések szama, o, a taldlatok szama és p = 0,4. Ekkor a
nagy szamok Bernoulli-féle torvénye alapjan

n 1 B
p(@_p]<g) S el DY)
n ne
Ebbél € ~ 0,1095. Igy
p(‘f&) - 0,04‘ <0,1095) = P(59 < g, < 101) > 0.

Tehat a talalatok szama 59 és 101 kozott lesz legaldbb 0,9 valdszintiséggel.
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12.4. feladat. A tapasztalatok szerint egy lizemben a termékek 95 %-a hibatlan. Az
lizemnek meghatarozott id6 alatt szazezer darab terméket kell késziteni. Legalabb
mennyi a valosziniisége, hogy a legyartott termékek koziil 93 000 és 97 500 kozé esik
a hibatlan termékek szama?

Megoldas. Legyen n = 100000 a termékek szama, g, abbdl a hibatlan termékek
széma és p = 0,95. Ekkor a nagy szamok Bernoulli-féle torvénye alapjan

P(93000 < 0, < 97500) =

p(1 —p)
0,022n

> p(
n

12.5. feladat. Egy gyarbdl kikeriilé gydrtmanyok 10 %-a hibas. Egy bizonyos szamu
gyartmanybol allo tételt a mindségi ellenorzés csak akkor talalja elfogadhatonak, ha
abban legfeljebb 12 % hibéds. Mekkora legyen a tételben a gyartmanyok darabszama,
ha azt akarjuk, hogy legalabb 0,95 valészintiséggel elfogadhaténak mindsitsék ?

- P<0,93 < % < 0,975) - P(—0,0Q < % _p< 0,025) >
on —p‘ < 0,02) > P( ~ 0,9998.

Qn—p’<0,02>21—
n

Megoldas. Jelolje n a gyartmanyok darabszamat a tételben, o, pedig a tételben
talalhaté hibas darabok szamat. A kérdés, milyen n esetén teljesiil, hogy

P(Q" < 0,12) > 0,957 (%)
n

A nagy szamok Bernoulli-féle torvénye alapjan

0,1(1 — 0,1 , .
011 =0 P< O _01] < 0,02) :P(0,0S <o 0,12) <
0,02%2n n n
< P(Q" < 0,12) < P(Q” < 0,12>.
n n
fgy (%) teljesiil, ha

0,1(1—0,1)
095 <1— )
wo = 0,022n

amelybdl kapjuk, hogy n > 4500.
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13. fejezet

Matematikai statisztika

A valdszintiségszamitasban targyalt feladatokban mindig szerepel valamilyen infor-
macié bizonyos tipusu véletlen események valészintiségére vonatkozoan. Példaul:

— Mi a valoszinisége annak, hogy két szabalyos kockdval dobva a kapott szdmok
dsszege 77
Itt a szabalyossag azt jelenti, hogy a kocka barmely oldalara é valbszintiséggel
eshet.

— Egy boltban az dtlagos varakozdasi ido 2 perc. Mi a valdszinisége, hogy 3 percen
beliil nem kerilink sorra, ha a vdrakozadsi idé exponencialis eloszldsi ¢
Itt az adott informécidk alapjan 1—e™2 annak a valoszintisége, hogy a varakozasi
id6 kevesebb mint z perc.

Ha egy hasonl6 feladatban a megoldashoz sziikséges informaciok nem mindegyike
ismert, akkor azokat nekiink kell tapasztalati iton meghatarozni. A matematikai
statisztika ilyen jellegli problémakkal foglalkozik. A statisztikai feladatokban tehat
az események rendszere, pontosabban az () és F adottak, de a P valdszintiség nem.

A statisztikai feladatok mindig megfogalmazhatok valdszintiségi valtozok segit-
ségével, 1gy egy valdszintiségi valtozora vonatkozolag kell informéciokat gytjteni.
Jeloljiik ezt &-vel. Az adatgytijtésnek a statisztikdban egyetlen médja van, a &-t
meg kell figyelni (mérni) tobbszor, egymastdl fuggetleniil. Az i-edik megfigyelés
eredményét jelolje &;, amely egy véletlen érték, vagyis valdszintiségi valtozo. A kapott
&, ..., &, valoszintliségi valtozokat a E-re vonatkozd n elemd mintanak nevezziik.

A gyakorlatban nem mintaval dolgozunk, hanem konkrét szamokkal, melyek a
mintaelemek lehetséges értékei.

Definicio

Ha &, ..., &, a & valészintiségi valtozéra vonatkozd minta és w € €2, akkor a

& (w), ..., & (w) értékeket E-re vonatkozd mintarealizacionak nevezzik.

Statisztikai feladatokban mintarealizaci6é alapjan szamolunk. Az igy meghozott
dontés nem biztos, hogy megfelel a valdsagnak, csak annyit mondhatunk réla, hogy
nem mond ellent a mintarealizaciénak.
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A vizsgalt £ valdszinliségi valtozé Fe eloszlastiiggvényét ismerve rengeteg kérdés
megvalaszolhaté. Igy a statisztikdban alapveté feladat az eloszlasfiiggvény becslése.
Ehhez azt kell tudni, hogy F¢(z) = P(¢ < z) minden = € R esetén. Tehdt egy esemény
tulajdonsagai sugalltdk, igy egy esemény valdsziniiségét a relativ gyakorisagaval
érdemes becsiilni. A £ < z esemény relativ gyakorisaga a &-re vonatkozo minta
alapjan az z-nél kisebb mintaelemek és a 6sszes mintaclemek szamanak hanyadosa.

Definicio

Legyen &1, ... ,&, egy & valészintiségi valtozéra vonatkozo minta. Ekkor azt a
fliggvényt, amely minden x valés szamhoz az

z-nél kisebb mintaelemek szama

Fi(z) =

n

valoszintliségi valtozot rendeli, a &-re vonatkozo n elem mintahoz tartozé
tapasztalati eloszlasfigguényének nevezziik.

A matematikai statisztika alaptétele szerint (amit most nem részleteziink) a
tapasztalati eloszlasfliggvény nagyon jo becslése a valddi eloszlasfiiggvénynek.

Tegytik fel, hogy egy ismeretlen eloszlast & valdszintiségi valtozo varhato értékét
kell meghatarozni. Mivel az eloszlast nem ismerjiik, ezért a minta alapjan kell becslést
adni. A késébbiekben latni fogjuk, hogy bizonyos szempontbdl jé becslése a varhato
értéknek a &-re vonatkozd &1, ..., &, minta elemeinek a szamtani kozepe, azaz %(51 +
+ -+ &). Altalanosan fogalmazva itt egy olyan figgvényt definidltunk, amely a
mintdhoz egy valdszinliségi valtozot rendel.

Definicio

Az olyan fiiggvényeket, melyek a mintahoz egy valoszintiségi valtozdot rendelnek,
statisztikanak nevezzik.

Definicio

Legyen &, ...,&, a & valoszintiségi valtozora vonatkozo minta. Ekkor

(1) a mintadtlag € == (& + - + &);

(2) a tapasztalati szérdsnégyzet S2 = L(€2 + - + €2) — & ;

1
n

. , . Yo e *2 . n 2
(3) a korrigdlt tapasztalati szordsnégyzet Sy;° = 1555

\

Tegyiik fel, hogy a vizsgalt valoszinliségi valtozd eloszlasanak tipusa mar ismert
(binomidlis, exponencidlis, stb.), de az eloszlas valamely paramétere vagy paraméterei
ismeretlenek. A pontbecslés feladata, hogy ezeknek az ismeretlen paramétereknek egy
valds értéki fliggvényét becstljilkk meg egy statisztikaval. Példaul, ha & exponencialis
eloszlasi A paraméterrel, ahol A ismeretlen, akkor becsiiljiik meg egy statisztikaval
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a & varhato értékét. Itt a varhatd érték %, azaz a paraméternek egy valds értéki
fiiggvénye.

Fontos kérdés, hogy milyen szempontok szerint valasszuk ki a becslést megadd
statisztikat. A kovetkezo természetesnek tiiné feltételeket adjuk:

— ingadozzon a becsiilendd érték koriil;

— szorésa a leheto legkisebb legyen;

— a minta elemszamanak végtelenbe tartasa esetén konvergaljon a becsiilendo

értékhez.
A kovetkezokben ezeket a feltételeket fogalmazzuk meg pontosabban. Jelolje 9, ..., 9,
az ismeretlen paramétereket, legyen ¢ := (¢, ... ,1,) és jeloljik g(¢})-val a becstilend6
értéket.

Definicio

A T statisztika g(@) torzitatlan becslése, ha T' varhaté értéke minden lehetséges
¥ esetén g(1)-val egyezik meg.

Példaul
— a mintaatlag torzitatlan becslése a varhato értéknek;
— egy esemény relativ gyakorisaga torzitatlan becslése az esemény valdszintiségé-
nek;
— a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet torzitatlan becslése a szorasnégyzetnek.

Definicio

A g(0) Osszes torzitatlan becslése koziil a legkisebb szérasut a g(v) hatdsos
becslésének nevezziik.

Példaul egy esemény relativ gyakorisaga hatasos becslése az esemény valoszintiségének.
Definicié

A T, statisztikasorozat (ahol n € N a minta elemszaméat jelenti) g(v)-nak

erdsen konzisztens becsléssorozata, ha minden lehetséges 9 esetén li_}m Wy =
n—oo

= g(v) teljesiil 1 valészintiséggel.

Példéaul
— a mintaatlag erésen konzisztens becsléssorozata a varhaté értéknek;
— egy esemény relativ gyakorisaga erdsen konzisztens becsléssorozata az esemény
valészintiségének ;
— a tapasztalati szorasnégyzet erdsen konzisztens becsléssorozata a szorasnégy-
zetnek.

Feladatok

13.1. feladat. Dobjon fel egy dobdkockat tizszer. Adja meg és rajzolja fel kapott
mintarealizacidhoz tartozé tapasztalati eloszlasfiiggvényt! Feltételezve, hogy ez egy
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szabalyos dobodkocka volt, adja meg a valddi eloszlasfiiggvényt is és hasonlitsa Ossze
a tapasztalatival!

Megoldds. Példaul, ha a dobott szamok 3, 4, 5, 3, 6, 2, 3, 3, 5, 2, akkor

0 haz<2,
0,2 ha?2<ax<3,
0,6 ha3 <z <4,
0,7 had<x <5,
0,9 hab<ax<6,
1 ha =z > 6.

Fo(z) =

A megoldast nem részletezziik, csak egy esetet emlitiink: Ha 3 < x < 4, akkor a
mintaban 6 darab olyan elem van, amely z-nél kisebb, igy Fj(x) értéke 6 osztva a
mintaelemek szamaval, azaz 0,6. Feltételezve a dobdkocka szabédlyossagat

ha x <1,

hal <z <2,
ha 2 <z < 3,
ha 3 <z <4,
ha 4 <z <5,
ha b < x <6,
ha =z > 6.

e
—~~
S
S~—
I
= ook olw oo ol O

A rajzokat az Olvaséra bizzuk!

13.2. feladat. Az el6z6 minta esetén szamolja ki a mintadtlagot, tapasztalati
szorasnégyzetet és a korrigalt tapasztalati szérasnégyzetet !

Megoldas. Példaul, ha a dobott szamok 3, 4, 5, 3, 6, 2, 3, 3, 5, 2 voltak, akkor

-1
§:E<3+4+5+3+6+2+3+3+5+2):3’6

1 _
SZ:E(BQ+42+52+32+62+22+32+32+52+22)—52:14,6—3,62:1,64
1
g2 e 106 se
n—1 9
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